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第一章 量子力学的诞生

1.11.11.11.1设质量为 m的粒子在一维无限深势阱中运动，
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试用 dededede BroglieBroglieBroglieBroglie的驻波条件，求粒子能量的可能取值。

解：据驻波条件，有
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1.21.21.21.2设粒子限制在长、宽、高分别为 cba ,, 的箱内运动，试用量子化条件求粒子能量的可能取值。

解：除了与箱壁碰撞外，粒子在箱内作自由运动。假设粒子与箱壁碰撞不引起内部激发，则碰撞为弹性碰撞。

动量大小不改变，仅方向反向。选箱的长、宽、高三个方向为 zyx ,, 轴方向，把粒子沿 zyx ,, 轴三个方向的运动

分开处理。利用量子化条件，对于 x 方向，有

( )∫ ==⋅ ⋯,3,2,1, xxx nhndxp

即 hnap xx =⋅ 2 （ a2 ：一来一回为一个周期）

ahnp xx 2/=∴ ,

同理可得， bhnp yy 2/= , chnp zz 2/= ,

⋯,3,2,1,, =zyx nnn
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1.31.31.31.3设质量为m的粒子在谐振子势 22

2
1)( xmxV ω= 中运动，用量子化条件求粒子能量 E的可能取值。

提示：利用 )]([2,,2,1, xVEmpnnhxdp −===⋅∫ ⋯ )(xV
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解：能量为 E的粒子在谐振子势中的活动范围为

ax ≤ （1）

其中a由下式决定： 22

2
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。 a− 0 a x

由此得
2/2 ωmEa = ， （2）

ax ±= 即为粒子运动的转折点。有量子化条件
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积分公式： c
a
uauauduua ++−=−∫ arcsin
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1.41.41.41.4设一个平面转子的转动惯量为 I，求能量的可能取值。

提示：利用 ,,2,1,
2

0
⋯==∫ nnhdp

π

ϕ ϕ ϕp 是平面转子的角动量。转子的能量 IpE 2/2
ϕ= 。

解：平面转子的转角（角位移）记为ϕ。

它的角动量
.
ϕϕ Ip = （广义动量）， ϕp 是运动惯量。按量子化条件

⋯,3,2,1,22

0
===∫ mmhpdxp ϕ

π

ϕ π

mhp =∴ ϕ ，

因而平面转子的能量

ImIpEm 2/2/ 222 ℏ== ϕ ，

⋯,3,2,1=m
第二章 波函数与 SchrSchrSchrSchröööödingerdingerdingerdinger方程

2.12.12.12.1设质量为m的粒子在势场 )(rV �
中运动。

（aaaa）证明粒子的能量平均值为 wrdE ⋅= ∫ 3
，

ψψψψ V
m

w **
2

2
+∇=

ℏ
（能量密度）

（bbbb）证明能量守恒公式 0=⋅∇+
∂
∂ s
t
w �
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证：（a）粒子的能量平均值为（设ψ 已归一化）
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其 中 T 的 第 一 项 可 化 为 面 积 分 ， 而 在 无 穷 远 处 归 一 化 的 波 函 数 必 然 为 0 。 因 此
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结合式（1）、（2）和（3），可知能量密度
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且能量平均值 ∫ ⋅= wrdE 3
。
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s�⋅−∇= （定态波函数，几率密度 ρ 不随时间改变）
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2.22.22.22.2考虑单粒子的 SchrSchrSchrSchröööödingerdingerdingerdinger方程
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1V 与 2V 为实函数。

（aaaa）证明粒子的几率（粒子数）不守恒。

（bbbb）证明粒子在空间体积τ 内的几率随时间的变化为

( ) ∫∫∫∫∫∫∫∫ +⋅∇−∇−=
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此即几率不守恒的微分表达式。

（b）式（3）对空间体积τ 积分，得
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上式右边第一项代表单位时间内粒子经过表面进入体积τ 的几率（ Sdj
��

⋅−= ∫∫ ） ，而第二项代表体积τ 中“产

生”的几率，这一项表征几率（或粒子数）不守恒。

2.32.32.32.3 设 1ψ 和 2ψ 是 SchrSchrSchrSchröööödingerdingerdingerdinger方程的两个解，证明
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即 ( ) ( ) 0,,. 2
*
1

3 =∫ trtrrd
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ψψ 。

2.4）设一维自由粒子的初态 ( ) ℏ/00, xipex =ψ ， 求 ( )tx,ψ 。

解： ( )
ℏ/
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2.52.52.52.5 设一维自由粒子的初态 ( ) ( )xx δψ =0, ，求 ( ) 2, txψ 。

提示：利用积分公式 ( ) ( ) 2sincos 22 πξξξξ == ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

dd

或 [ ] [ ]4expexp 2 ππξξ idi =∫
+∞

∞−

。

解：作 Fourier 变换： ( ) ( )∫
+∞

∞−

= dpepx ipx ℏ

ℏ
ϕ

π
ψ

2
10, ，

( ) ( )
ℏℏℏ

ℏℏ

π
δ

π
ϕ

π
ϕ

2
1)(

2
10,

2
1

=== ∫∫
+∞

∞−

−
+∞

∞−

− dxexdxexp ipxipx ，
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( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

−=∴ dpeptx Etpxi ℏ

ℏ
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2
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π

ψ （ mpE 22= ）
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（指数配方）
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ℏℏ

ℏ
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ℏ

ℏ

ℏ

( )
t
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ℏπ

ψ
2

, 2 = 。

2.62.62.62.6 设一维自由粒子的初态为 ( )0,xψ ，证明在足够长时间后，

( ) [ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡⋅−=

t
mx

t
imxi

t
mtx

ℏℏℏ
ϕπψ

2
exp4exp,

2

式中 ( ) ( )∫
+∞

∞−

−= dxexk ikx0,
2
1

ψ
π

ϕ 是 ( )0,xψ 的 FourierFourierFourierFourier变换。

提示：利用 ( )xee xii δ
π
α απ

α
=−

∞→

24/lim 。

证：根据平面波的时间变化规律

( )tkxiikx ee ω−→ ， mkE 22ℏℏ ==ω ，

任意时刻的波函数为

( ) ( ) ( )dkektx mtkkxi 2/2

2
1, ℏ−+∞

∞−∫= ϕ
π

ψ

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⋅= ∫

∞+

∞−

2
2/

2
exp

2
1 2

t
mxk

m
tikdke timx

ℏ
ℏℏ ϕ

π
（1）

当时间足够长后（所谓 ∞→t ） ，上式被积函数中的指数函数具有δ 函数的性质，取
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mt 2ℏ=α ， ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

t
mxku
ℏ

， （2）

参照本题的解题提示，即得

( ) ( )∫
+∞

∞−

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅≈ kd

t
mxkke

t
metx itimx

ℏℏ
ℏ δϕ

π
π

ψ π 4/2 2
2
1,

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= −

t
mxee

t
m timxi

ℏℏ
ℏ ϕπ 2/4/ 2

（3）

( )
2

2, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≈
t
mx

t
mtx

ℏℏ
ϕψ （4）

物理意义：在足够长时间后，各不同 k 值的分波已经互相分离，波群在 x处的主要成分为 tmxk ℏ= ，即

mktx ℏ= ，强度 ( ) 2kϕ∝ ，因子 tm ℏ 描述整个波包的扩散，波包强度 t12 ∝ψ 。

设整个波包中最强的动量成分为 0kℏ ，即 0kk = 时 ( ) 2kϕ 最大，由（4）式可见，当 t足够大以后，
2ϕ 的最

大值出现在 0ktmx =ℏ 处，即 mtkx 0ℏ= 处，这表明波包中心处波群的主要成分为 0k 。

2.72.72.72.7 写出动量表象中的不含时 SchrSchrSchrSchröööödingerdingerdingerdinger方程。

解：经典能量方程 ( )rV
m
pE �+=
2

2

。

在动量表象中，只要作变换 pp→ ，
dp
dir ℏ�→

所以在动量表象中，Schrödinger 为：

( ) ( )pEp
dp
diV

m
p

ψψ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ ℏ

2

2

。

第三章一维定态问题

3.1）设粒子处在二维无限深势阱中，

⎩
⎨
⎧
∞

<<
=

其余区域    ,
0       ,0),( axyxV

求粒子的能量本征值和本征波函数。如 ba = ，能级的简并度如何？

解：能量的本征值和本征函数为

m
E

yxnn 2

22πℏ
= 2

2

2

2

b
n

a
n yx +

⋯,2,1,               ,sinsin2
== yx

yx
nn nn

b
yn

a
xn

abyx

ππ
ψ
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若 ba = ，则 )(
2

22
2

22

yxnn nn
ma

E
yx

+=
πℏ

a
yn

a
xn

a
yx

nn yx

ππ
ψ sinsin2

=

这时，若 yx nn = ，则能级不简并;若 yx nn ≠ ，则能级一般是二度简并的（有偶然简并情况，如 5,10 == yx nn

与 2,11 '' == yx nn ）

3.2）设粒子限制在矩形匣子中运动，即

⎩
⎨
⎧
∞

<<<<<<=
其余区域                     ,

0,0,0        ,0),,( czbyaxzyxV

求粒子的能量本征值和本征波函数。如 cba == ，讨论能级的简并度。

解：能量本征值和本征波函数为

)(
2 2

2

2

2

2

222

c
n

b
n

a
n

mnnnE
zyx

zyx

++=
πℏ

,

⋯,3,2,1,,               

,sinsinsin8

=

=

zyx

zyx

nnn
c
zn

b
yn

a
xn

abcnnn
zyx

πππ
ψ

当 cba == 时，

)(
2

222
2

22

zyx nnn
mannnE

zyx

++=
πℏ

a
yn

a
yn

a
xn

annn
zyx

zyx

πππ
ψ sinsinsin2 2

3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

zyx nnn == 时，能级不简并；

zyx nnn ,, 三者中有二者相等，而第三者不等时，能级一般为三重简并的。

zyx nnn ,, 三者皆不相等时，能级一般为 6 度简并的。

如
⎩
⎨
⎧

→++=++
→++=++

)9,6,3()10,5,1(2086161210
)11,3,1()9,7,1(1043865

222222

222222

3.3）设粒子处在一维无限深方势阱中，

⎩
⎨
⎧

><∞
<<

=
ax0,    ,

0       ,0),(
x

axyxV

证明处于定态 )(xnψ 的粒子
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)61(
12

)x-(x              ,
2 22

2
2

πn
aax −==

讨论 ∞→  n 的情况，并于经典力学计算结果相比较。

证：设粒子处于第 n 个本征态，其本征函数

x
a
n

a
xn

π
ψ sin2)( = .

   
2

  sin2
0

2
2

0

axdx
a
nx

a
dxxx

aa

n
分部

∫∫ ==
π

ψ （1）

 
4

)(
2

2

0

2222 adxxxxxx n

a
−=−=− ∫ ψ

 
4

)2cos1(
2
12 2

0

2 adx
a
xnx

a
a

−−⋅= ∫
π

  )61(
12 22

2

πn
a

−= （2）

在经典情况下，在 ( )a  ,0 区间粒子除与阱壁碰撞（设碰撞时间不计，且为弹性碰撞，即粒子碰撞后仅运动方向改

变，但动能、速度不变）外，来回作匀速运动，因此粒子处于 x x dx→ + 范围的几率为 a
dx ，故

20

a
a
dxxx

a
=⋅= ∫ ， （3）

3

2

0

22 a
a
dxxx

a
=⋅= ∫ ，

43
)(

22
222 aaxxxx −=−=− （4）

当 ∞→n 时，量子力学的结果与经典力学结果一致。

3.4）设粒子处在一维无限深方势阱中，

⎩
⎨
⎧

<∞
<

=
2       ,
2        ,0

),(
ax
ax

yxV

处于基态 )1( =n ，求粒子的动量分布。

解：基态波函数为
a
x

a
π

ψ cos2
1 = , （参 P57，（12））
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ℏℏ
ℏ

ℏ
ℏ

ℏ
ℏ

ℏ

ℏℏ
ℏ

ℏ

ℏ

ℏ

ℏℏℏℏ

ℏℏ

ℏ

ℏ

2
cos

2

2
cos1

2
cos11

2

1

2

11

2
1

)(
2
11

cos2
2
1)(

2222

3

2222

2

2

)()(

2

2

2

2

pa
pa

q

pa
p

a

pa
p

a
a

ee
p

a
i

ee
p

a
ia

dxee
a

dxeee
a

dx
a
x

a
ep

ap
a

iap
a

iap
a

iap
a

i

a

a

p
a

ip
a

i

a
xi

a
xia

a

ipx

a

a

ipx

−
=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
+

−
=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

+⋅=

⋅=∴

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−

+−−

−

−

−

−

−

∫

∫

∫

π
π

πππ

πππ

π

π

π
π

φ

ππππ

ππ

ππ

动量的几率分

布
( ) ℏℏ

ℏ
2

cos4)()( 2
22222

3
2 pa

pa
app
−

==
π

π
ϕρ

3.5）设粒子处于半壁高的势场中

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
<<−

<∞
=

ax
axVxV

,0
0,

0x  ,
)( 0 （1）

求粒子的能量本征值。求至少存在一条束缚能级的体积。

解：分区域写出 eqs. :

ax                                       ,0)()(

ax0                                       ,0)()(

2
2"

2

1
2'"

1

>=−

<<=+

xkx
xkx

ψψ

ψψ
（2）

其中 ( ) 2
2

02
2' 2k                    ,2

ℏℏ
EEVk µµ

−=+= （3）

方程的解为
kxkx

xikxik

DeCex
BeAex

−

−

+=

+=

)(

)(

2

1
''

ψ

ψ
（4）

根据对波函数的有限性要求，当 ∞→x 时， )(2 xψ 有限，则

0=C

当 0=x 时， 0)(1 =xψ ，则 0=+ BA

于是
ax                                     ,    )(

x0                                    ,sin)(

2

'
1

>=

<<=
−kxDex

axkFx
ψ

ψ
（5）

在 ax = 处，波函数及其一级导数连续，得
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kaka kDeakFkDeakF −− −== ''' cos              ,sin （6）

上两方程相比，得
k
kaktg

'
' −= （7）

即 ( )
E
EVEVatg +

−−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ 0

02

2
ℏ
µ

（7’）

若令 ηξ == aak k                 ,'
（8）

则由（7）和（3），我们将得到两个方程：

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

−=

 (10)

9) (

                                                                     
2

                                                                              
2

2
0 aV

ctg

ℏ
µ

ηξ

ξξη
（ 10 ） 式 是 以

aVr 2
02 ℏµ= 为半径的圆。对于束缚态来说， 00 <<− EV ，

结合（3）、（8）式可知，ξ 和η都大于零。（10）式表达的圆与曲线 ξξη ctg−= 在第一象限的交点可决定束缚

态能级。当 2π≥r ，即 2
2

2
0 π

µ
≥aV

ℏ
，亦即

8222
0 ℏπµ ≥aV （11）

时，至少存在一个束缚态能级。这是对粒子质量，位阱深度和宽度的一个限制。

3—6）求不对称势阱中粒子的能量本征值。

解：仅讨论分立能级的情况，即 20 VE << ，

( )
ψ

ψ
ℏ

EVm
dx
d −

=∴
2

2

2

当 ±∞→x 时， 0→ψ ，故有

( )
( ) ( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=<
<=<<+

−=<
=

− ℏ
ℏ
ℏ

EVmkxaeA
mEkaxkxA
EVmkxeA

xk

xk

222

111

2,,
2,0,sin

2,0,

2

1

πδδψ

由 dx
d ψln

在 0=x 、 ax = 处的连续条件，得

( )δδ +−== kakctgkctgk 21 k                          , （1）

由（1a）可得

12
sin

mV
kℏ

=δ （2）

由于 kkk ,, 21 皆为正值，故由（1b），知 δ+ka 为二，四象限的角。
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因而 ( )
22

sin
mV
kka ℏ

±=+ δ （3）

又由（1），余切函数 ( )ctg 的周期为π ，故由(2)式，

1

1
1 2

sin
mV
kn ℏ−+= πδ (4)

由(3)，得

2

1

2
sin

mV
knka ℏ−−=+ πδ (5)

结合(4),(5)，得

1

1
1

2

1
2 2

sin
2

sin
mV
kn

mV
knka ℏℏ −− −−−= ππ

或

2

1

1

1

2
sin

2
sin

mV
k

mV
knka ℏℏ −− −−= π （6）

⋯,3,2,1=n

一般而言，给定一个 n值，有一个解 nk ，相当于有一个能级：

m
kE n

n 2

22ℏ
= （7）

当 12 VV ≠ 时，仅当
1

212 sin
2

2
V
VmVa −−≥

π
ℏ

才有束缚态 ，故 21 ,VV 给定时，仅当 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−≥ −

1

21

2

sin
22 V

V
mV

a πℏ
（8）

时才有束缚态（若 VVV == 21 ，则无论V 和a的值如何，至少总有一个能级）

当 aVV ,, 21 给定时，由(7)式可求出n个能级（若有n个能级的话）。相应的波函数为:

( )

( )
( ) ( ) ( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=>−

<<+

−=<

=
−−− ℏℏ

ℏℏ

EVmkaxe
mV
kA

axxkA

EVmkxe
mV
kA

n
axknn

n

nnn

n
xk

n

n

n

n

22
2

21

11
1

2,      , 
2

1

,0 ,                  sin

2,       0,                  
2

2

δψ

其中 ( )nnn kkaA 21 112 ++=

3—7）设粒子（能量 0>E ）从左入射，碰到下列势阱（图），求阱壁处的反射系数。

解：势阱为
⎩
⎨
⎧

>
<−

=
.0,0
,0,

)( 0

x
xV

xV

在区域Ⅰ上有入射波与反射波，在区域Ⅱ上仅有透射波。故
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( )
ℏ

ℏ
mEkCe

EVmkBeAe
xik

xikxik

2,
2,

22

011
2

11

==
+=+= −

ψ
ψ

由 )0()0( 21 ψψ = ，得 CBA =+ 。

由 )0()0( '
2

'
1 ψψ = ，得 ( ) CkBAk 21 =− 。

从上二式消去 c, 得 ( ) ( )BkkAkk 2121 +=− 。

反射系数
( )
( )2

21

2
21

2

2
2

kk
kk

A
BrR

+
−

===

将 21 ,kk 代入运算，可得

( ) ⎩
⎨
⎧

<<−
>>

=
++

=
00

0
22

0
4

0

2
0

,41
,16

VEVE
VEEV

EEV

VR

3—8）利用 Hermite 多项式的递推关系（附录 A3。式（11）），证明

谐振子波函数满足下列关系

( ) ( ) ( )( )[ ])(21)(12)(1
2

1)(

)(
2

1)(
2

1)(

222
2

11

xnnxnxnnxx

xnxnxx

nnnn

nnn

+−

+−

+++++−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+=

ψψψ
α

ψ

ψψ
α

ψ

并由此证明，在 nψ 态下， 2               ,0 nEVx ==

证：谐振子波函数 )()( 222

xHeAx n
x

nn αψ α−= （1）

其中，归一化常数 ℏωα
π

α m           ,
!2

=
⋅⋅

=
n

A
nn （2）

)( xH n α 的递推关系为 .0)(2)(2)( 11 =+− −+ xnHxxHxH nnn αααα （3）
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[ ]

( )

( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+=

⋅⋅
+

⋅
+⋅⋅

⋅+

⋅⋅⋅
−⋅⋅

⋅=

⋅⋅
⋅⋅

⋅+⋅⋅
⋅⋅

⋅=

+=

⋅=⋅=∴

+−

+
−

+

−
−

−

+
−

−
−

−+
−

−−

)(
2

1)(
2

1

)(
2

1
!12

1                            

)(
2!12

1

)(
!22

1)(
!2

1

)(2)(
2

1

)(2
2
1)()(

11

1
2

1

1
2

1

1
2

1
2

11
2

22

22

22

2222

22

2222

xnxn

xHen
n

xHen
n

xHe
n

xnHe
n

xnHxHeA
x

xxHeAxxHeAxx

nn

n
x

n

n
x

n

n
x

nn
x

n

nn
x

n

n
x

nn
x

nn

ψψ
α

α
π

α
α

α
π

α
α

α
π

α
α

α
π

α
α

αα
α

αα
α

αψ

α

α

αα

α

αα

( ) ( ) ( )( )[ ])(21)(12)(1
2

1

)(
2

2)(
2

1
2

1)(
2

)(
2

1
2

1

)(
2

1)(
2

1)(

222

222

11
2

xnnxnxnn

xnxnnxnxnn

xxnxxnxx

nnn

nnnn

nnn

+−

+−

+−

+++++−=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+

++
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+=∴

ψψψ
α

ψψψψ
α

ψψ
α

ψ

0)(
2

1)(
2

1)( 11
** =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+⋅== +−

+∞

∞−

+∞

∞−
∫∫ dxxnxnxdxxx nnnnn ψψ

α
ψψψ

( )

( ) 2
2
1

2
112

2
1

2
1

)(12
2

1
2
1)(

)(
2
1)(

2
2

2
2*

22*

n

nn

nn

Ennm

dxxnmx

dxxxmxV

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+⋅⋅=

+⋅⋅⋅=

⋅⋅=

∫

∫
+∞

∞−

ω
α

ω

ψ
α

ωψ

ψωψ

ℏ

3—9）利用 Hermite 多项式的求导公式。证明（参 A3.式（12））

( ) ( ) ( )( )[ ]22

2

2

2

11

21121
2

)(

2
1

2
)(

+−

+−

++++−−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−=

nnnn

nnn

nnnnnx
dx
d

nnx
dx
d

ψψψ
α

ψ

ψψαψ

证：A3.式（12）： )(2
dx

)(dH
                    ),(2)( 1

n
1

' xHnxnHH nnn αα
α

ξξ −− ==
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( )[ ]

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−=

⋅+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+−=

+−=

⋅+−⋅=

+−

−+−

−

−
−−

)(
2

1)(
2

)(2)(
2

1)(
2

)(2)(

)(2)()(

11

111

1
2

1
2222 2222

xnxn

xnxnxn

xnxx

xHnexHexAx
dx
d

nn

nnn

nn

n
x

n
x

nn

ψψα

ψαψψα

αψψα

ααααψ αα

( ) ( ) ( )( )[ ]22

2

222

2

21121
2

2
2

2
1

2
1

22
1

2
)(

+−

+−

++++−−=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−

+
⋅

+
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⋅=

nnn

nnnnn

nnnnn

nnnnnnx
dx
d

ψψψ
α

ψψαψψααψ

( ) 0
2

1
2 11

** =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−⋅−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ∫∫ +− dxnnidx

dx
dip nnnnn ψψαψψψ ℏℏ

( ) ( ) ( )( )[ ]
( ) ( )

22
1

2
112

4
12

4

21121
22

22

2
*

22

22

2
*

2

2

22
*

2

n
nn

nnnn

nn

Ennm
m

dxn
m

dxnnnnn
m

dx
dx
d

mm
pT

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+⋅⋅=+⋅=

++++−−⋅−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅==

∫

∫

∫

+−

ω
ω

ψψ
α

ψψψ
α

ψ

ψψ

ℏ
ℏ

ℏℏ

ℏ

ℏ

3—10）谐振子处于 nψ 态下，计算

( ) 2
1

2

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=∆ xxx ， ( ) 2

1
2

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=∆ ppp ， ?=∆⋅∆ px

解：由题 3—6），
ωωω m

n

m
E

m
Vxx n

ℏ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

==== 2
1

2              ,0 22
2

由题 3—7）， ωℏmnmETmpp n ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +====

2
12              ,0 2

( ) ( )

( ) ( )
ℏ

ℏ

ℏ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=∆⋅∆

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −=∆

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −=∆

2
1

2
1

2
1

2
1

2
122

2
1

2

2
1

2
122

2
1

2

npx

mnppppp

m
nxxxxx

ω

ω

对于基态， 2,0 ℏ=∆⋅∆= pxn ，刚好是测不准关系所规定的下限。
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3—11）荷电 q 的谐振子，受到外电场ε 的作用，

xqxmxV εω −= 22

2
1)( （1）

求能量本征值和本征函数。

解： xqHxqxm
m
pH εεω −=−+= 0

22
2

2
1

2
（2）

0H 的本征函数为 )(222

xHeA n
x

nn αψ α−= ，

本征值
( ) ωℏ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
10 nEn

现将H的本征值记为 nE ，本症函数记为 )(xnϕ 。

式（1）的势能项可以写成 ( )[ ]2
0

2
0

2

2
1)( xxxmxV −−= ω

其中 2
0 ωε mqx = （3）

如作坐标平移，令 0
' xxx −= （4）

由于 '
' p

dx
di

dx
dip =−=−= ℏℏ （5）

H可表成 2
0

22,2
2'

2
1

2
1

2
xmxm

m
pH ωω −+= （6）

（6）式中的 H 与（2）式中的 0H 相比较，易见 H 和 0H 的差别在于变量由 x换成 'x ，并添加了常数项

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 2

0
2

2
1 xmω ，由此可知

( ) 2
0

20

2
1 xmEE nn ω−−= （7）

)()()( 0
' xxxx nnn −== ψψϕ （8）

即

⋯ℏ

ℏ

,2,1,0                       ,
22

1
2
1

2
1

2

22

2

2
2

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n
m
qn

m
qmnEn

ω
ε

ω

ω
ε

ωω
（9）

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−

2

2
2

2
2

)(
ω
ε

αϕ ω

ε
α

m
qxHeAx n

m
qx

nn (10)

其中 ℏωα
π

α m           ,
!2

=
⋅⋅

=
n

A
nn (11)

3—12）设粒子在下列势阱中运动，
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

<∞
= .0,

2
1

,0,
)( 22 xxm

x
xV

ω

求粒子能级。

解：既然粒子不能穿入 0<x 的区域，则对应的 S.eq 的本征函数必须在 0=x 处为零。另一方面，在 0>x 的区

域，这些本征函数和谐振子的本征函数相同（因在这个区域，粒子的H和谐振子的H完全一样，粒子的波函数

和谐振子的波函数满足同样的 S.eq）。振子的具有 12 += kn 的奇宇称波函数在 0=x 处为零，因而这些波函数是

这一问题的解（ kn 2= 的偶宇称波函数不满足边条件 0)0( =ψ ）所以

( ) ⋯ℏ ,2,1,0                                   ,232 =+= kkEk ω

3—13）设粒子在下列势阱中运动，

( )⎩
⎨
⎧

>−−
<∞

=
.0,
,0,

)(
xaxr
x

xV
δ

( )0, >ar (1)

是否存在束缚定态？求存在束缚定态的条件。

解：S.eq: ( ) ψψδψ Eaxr
dx
d

m
=−−− 2

22

2
ℏ

(2)

对于束缚态（ 0<E ），令 ℏmE2−=β (3)

则 ( ) 02
2

2
2

2

=−+− ψδψβψ axmr
dx
d

ℏ
(4)

积分 ∫
+

−

ε

ε

a

a
dx , +→ 0ε ,得 'ψ 跃变的条件

)(2)()( 2
'' amraa ψψψ

ℏ
−=− −+ (5)

在 ax ≠ 处，方程(4)化为

02
2

2

=− ψβψ
dx
d

(6)

边条件为 ( )束缚态0)(                   ,0)0( =∞= ψψ

因此
⎩
⎨
⎧

>
<≤

= − .,
,0,

)(
axAe
axxsh

x xβ

β
ψ (7)

再根据 ax = 点 )(xψ 连续条件及 )(' xψ 跃变条件(5)，分别得

)(aAeash a ψβ β == − (8)

)(2
2 amrachAe a ψβββ β

ℏ
−=−− − (9)

由（8）（9）可得（以 )(aa ψ− 乘以（9）式，利用（8）式）
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2

2coth
ℏ
mraaaa =+ βββ (10)

此即确定能级的公式。下列分析至少存在一条束缚态能级的条件。

当势阱出现第一条能级时， −→ 0E ，所以 +→ 0aβ ,

利用 1limcothlim
00

==
→→ ath

aaa
aa β

β
ββ

ββ
,

（10）式化为 ++=+= 01coth2
2 aaamra

βββ
ℏ

,

因此至少存在一条束缚态能级的条件为 12
2 ≥
ℏ
mra

（11）

纯δ 势阱中存在唯一的束缚能级。当一侧存在无限高势垒时，由于排斥作用（表现为 0)( ≡xψ ，对 0≤x ）。

束缚态存在与否是要受到影响的。纯δ 势阱的特征长度 mrL 2ℏ= 。

条件（11）可改写为 2La ≥ （12）

即要求无限高势垒离开δ 势阱较远（ 2La ≥ ）。才能保证δ 势阱中的束缚态能存在下去。显然，当 ∞→a （即

2La >> ）， ∞→aβ 时，左侧无限高势垒的影响可以完全忽略，此时 1coth →aβ ，式（10）给出

22 ℏmr=β

即 2

222

22 ℏ
ℏ mr
m

E =−=
β

（13）

与势阱 )()( xrxV δ−= 的结论完全相同。

令 ηβ =a ， 则式（10）化为

( ) 2

2coth1
ℏ
mra

=+ ηη （14）

由于 ( ) 1coth1 ≥+ ηη ，所以只当 12
2 ≥
ℏ
mra

时，式（ 10 ）或（ 14）才有解。解出根 η 之后，利用

ℏmEaa 2−== βη ，即可求出能级

2

22

2ma
E ηℏ

−= （15）

第四章 力学量用算符表达与表象变换

4.1）设 A与B为厄米算符，则 ( )BAAB +
2
1

和 ( )BAAB
i

−
2
1

也是厄米算符。由此证明，任何一个算符F 均可分

解为
−+ += iFFF ，

+F 与
−F 均为厄米算符，且

( ) ( )++

+ −=+= FF
i

FFFF
2
1             ,

2
1
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证：ⅰ） ( ) ( ) ( ) ( )BAABABBABAABBAAB +=+=+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ + ++++

+

2
1

2
1

2
1

2
1

( )BAAB +∴
2
1        为厄米算符。

ⅱ） ( ) ( ) ( ) ( )BAAB
i

ABBA
i

BAAB
i

BAAB
i

−=−−=−
−

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − ++++

+

2
1

2
1

2
1

2
1

( )BAAB
i

−∴
2
1        也为厄米算符。

ⅲ）令 ABF = ，则 ( ) BAABABF === ++++
，

且定义 ( ) ( )++

+ −=+= FF
i

FFFF
2
1             ,

2
1

（1）

由ⅰ），ⅱ）得
−

+

−+

+

+ == FFFF       , ，即
+F 和

−F 皆为厄米算符。

则由（1）式，不难解得
−+ += iFFF

4.2）设 ),( pxF 是 px, 的整函数，证明

[ ] [ ] F,                 F,,
p

iFx
x

iFp
∂
∂

=
∂
∂

−= ℏℏ

整函数是指 ),( pxF 可以展开成 ∑
∞

=

=
0,

),(
nm

nm
mn pxCpxF 。

证： （1）先证 [ ] [ ] 11 ,                 ,, −− =−= nnmm pnipxxmixp ℏℏ 。

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]
( ) ( )[ ]
( ) 111

111

331

33231

2221

11

1
,1

,3
,,2

,,
,,,

−−−

−−−−

−−

−−−

−−−

−−

−=−−−=

+−−=

=+−=

++−=

++−=

+=

mmm

mmmm

mm

mmm

mmm

mmm

xmixixim
xxpxim

xxpxi
xxpxxpxxi

xxpxxpxxi
xxpxpxxp

ℏℏℏ
ℏ

⋯ℏ
ℏ
ℏ

同理，

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]
1

221

2221

11

,2
,,

,,,

−

−−

−−−

−−

=

=+=

++=

+=

n

nn

nnn

nnn

pni
ppxpi

ppxppxppi
ppxpxppx

ℏ
⋯ℏ

ℏ

现在，
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[ ] [ ]

( )∑

∑∑
∞

=

−

∞

=

∞

=

−=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0,

1

0,0,
,,,

nm

nm
mn

nm

nm
mn

nm

nm
mn

pxmiC

pxpCpxCpFp

ℏ

而 ( )∑
∞

=

−−=
∂
∂

−
0,

1

nm

nm
mn pxmiC

x
Fi ℏℏ 。

[ ] F,                    
x

iFp
∂
∂

−=∴ ℏ

又

[ ] [ ]

( )∑

∑∑
∞

=

−

∞

=

∞

=

=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0,

1

0,0,
,,,

nm

nm
mn

nm

nm
mn

nm

nm
mn

pnixC

pxxCpxCxFx

ℏ

而 ( )∑
∞

=

−=
∂
∂

0,

1

nm

nm
mn pnixC

p
Fi ℏℏ

[ ] F,              
p

iFx
∂
∂

=∴ ℏ

4.3）定义反对易式 [ ] BAABBA +=+, ，证明

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]++

++

−=
−=

CABCBABCA
BCACBACAB

,,,
,,,

证：

[ ] [ ] [ ]
( ) ( )

[ ] [ ] BCACBA
BCAACCBBCACABACBACBABC

BCACBACAB

++ −=
+−+=−+−=

−=

,,

,,,

[ ] [ ] [ ]
( ) ( ) [ ] [ ]++ −=+−+=

−+−=+=
CABCBACAACBCBAAB

BCABACBACABCCABCBABCA
,,

,,,

4.4）设 A， B，C为矢量算符， A和 B的标积和矢积定义为

( ) ∑∑ =×=⋅
αβγ

βααβγ
α

αα ε BABABABA         ,

zyx ,,,, =γβα ， αβγε 为 Levi-civita 符号，试验证

( ) ( ) γ
αβγ

βααβγε CBACBACBA ∑=⋅×=×⋅ （1）

( )[ ] ( ) ( ) αα CBACBACBA ⋅−⋅=×× （2）

( )[ ] ( ) ( )CBACBACBA ⋅−⋅=×× ααα （3）
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证：

（1）式左端 ( ) ( ) ( ) ( )xyyxzzxxzyzyzyx CBCBACBCBACBCBACBA −+−+−=×⋅=

γ
αβγ

βααβγε CBA∑=

（1）式右端也可以化成 ( ) γ
αβγ

βααβγε CBACBA ∑=⋅× 。 （1）式得证。

（2）式左端 ( )[ ] ( ) ( )βγγβα CBACBACBA ×−×=××= （ 3,2,1 === γβα ）

( ) ( ) ( ) αγγββγαγβαβγααγγαββαβ CBABACBACBACBCBACBCBA +−+=−−−= （2）式右

端 ( ) ( ) αα CBACBA ⋅−⋅=

( ) αγγββγαγβαβ

αγγαββαααγαγβαβααα

CBABACBACBA
CBACBACBACBACBACBA

+−+=

−−−++=

故（2）式成立。

（3）式验证可仿（2）式。

4.5）设 A与 B为矢量算符，F 为标量算符，证明

[ ] [ ] [ ]BFABAFBAF ,,, ⋅+⋅=⋅ （1）

[ ] [ ] [ ]BFABAFBAF ,,, ×+×=× （2）

证：（1）式右端 ( ) ( )FBBFABFAAF −⋅+⋅−=

FBABFABFABAF ⋅−⋅+⋅−⋅=

[ ]=⋅=⋅−⋅= BAFFBABAF , （1）式左端

（2）式右端 ( ) ( )FBBFABFAAF −×+×−=

FBABFABFABAF ×−×+×−×=

[ ]=×=×−×= BAFFBABAF , （2）式左端

4.6）设 F 是由 r， p构成的标量算符，证明

[ ]
r
Frip

p
FiFL

∂

∂
×−×

∂
∂

= ℏℏ, （1）

证： [ ] [ ] [ ] [ ]kFLjFLiFLFL zyx ,,,, ++= （2）
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
)2.4(

  

,,,,,,
题

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

−
∂
∂

=

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=

−−+=−=

y
Fz

z
Fyip

p
Fp

p
Fi

p
p
Fi

y
Fzip

y
Fi

z
Fyi

pFzFpzpFyFpyFzpyypzFLx

y
z

z
y

y
z

z

yyzz

ℏℏ

ℏℏℏℏ

xx r
Frip

p
Fi ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
×−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
×

∂

∂
= ℏℏ  （3）

同理可证， [ ]
yy

y
r
Frip

p
FiFL ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
×−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
×

∂

∂
= ℏℏ, （4）

[ ]
zz

z
r
Frip

p
FiFL ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
×−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
×

∂

∂
= ℏℏ, （5）

将式（3）、（4）、（5）代入式（2），于是（1）式得证。

4.7）证明 pipLLp ℏ2=×+×

( ) [ ]pLpLLpi ,2=×−×ℏ 。

证： ( ) [ ] [ ]zyzyyzzyyzzyx pLLppLpLLpLppLLp ,, +=−+−=×+×

利用基本对易式 [ ] [ ] γαβγβαβα ε piLppL ℏ== ,,

即得 ( ) xx pipLLp ℏ2=×+× 。

因此 pipLLp ℏ2=×+×

其次，由于 xp 和 xL 对易，所以

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
( )
( ) ( )[ ]
( )x

yzzyyzzy

yzzyzyyz

xzzzxzxyyyxyxZxyx

pLLpi

pLpLLpLpi
pLLppLLpi

pLLLpLpLLLpLpLpLpL

×−×=

−−−=

++−−=

+++=+=

ℏ

ℏ
ℏ

,,,,,,, 222

因此， ( ) [ ]pLpLLpi ,2=×−×ℏ

4.8）证明 ( ) priprprL ⋅+⋅−= ℏ222
（1）

( ) ( ) ( ) ( ) 2222
pLLppLLppL =×⋅×−=×=× （2）

( ) ( ) 2222 4 ppLpLLp ℏ+=×⋅×− （3）
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( ) ( ) 2pLipLpL ℏ−=××× （4）

证: （1）利用公式 ， ( ) ( ) CBACBA ⋅×=×⋅ ，有

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )( )prrpPrp

prrprrpprrpprrpL

⋅⋅−⋅=

⋅−⋅=⋅××−=×⋅×−=
2

2

其中 ( ) riprriprrp ℏℏ 22222 −=∇−=

( ) ℏℏ iprriprrp 3−⋅=⋅∇−⋅=×

因此 ( ) priprprL ⋅+⋅−⋅= ℏ
2222

（2）利用公式， ( ) ( ) 0=×⋅=⋅× ppLppL （Δ）

可得 ( ) ( ) ( )[ ] LppLLppL ⋅××−=×⋅×−

( ) ( )[ ] ( ) [ ]( )0
2

,L                   0 222
==⋅−=⋅⋅−⋅= PpLLpLLppLppL ①

( ) ( ) ( ) ( )[ ]pLpLpLpLpL ××⋅=×⋅×=×
2

( )[ ] [ ]( )0
2

,L                                              222
==⋅−⋅= PpLpLpLpL ②

( ) ( ) ( ) ( )[ ] LpLpLpLpLp ⋅××=×⋅×=×
2

( )[ ] 222 pLLpLppL =⋅⋅−= ③

由①②③，则（2）得证。

（3） ( ) ( ) ( ) ( )piLpLppLLp ℏ2)1(  ) 7.4 −×⋅××⋅×−

( ) ( )
( ) 222222

2

422

2
)()1(  ) 7.4 ppLppLpiipL

pLpiLp

ℏℏℏ

ℏ

+⋅×−−

⋅×−×=
∆

（4）就此式的一个分量加以证明，由 4.4）（2），

( )[ ] ( ) ( ) ααα CBACBACBA ⋅−⋅=××

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] xxx pLpLpLpLpLpL ⋅×−⋅×=××× ，

其中 ( )yyzzxx epepiLppL −+= ℏ

（即 [ ] kpijpikpjpipL yzzyxx ℏℏ −+=++ 0, ）

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) 22 pLipLi

ppLppLippLi

pLpLepeppLiLppLpLpL

xx

xx

zyyzzxx

ℏℏ

ℏℏ

ℏ

−=−=

⋅−⋅=××=

⋅×−−⋅×+⋅×=×××

类似地。可以得到 y分量和 z分量的公式，故（4）题得证。
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4.9）定义径向动量算符 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅=

r
rppr

r
pr

11
2
1

证明： ( ) rr ppa =+              ， ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

−=
rr

ipb r
1              ℏ ，

( ) [ ] ℏiprc r =,             ，

( )
r

r
rrrrr

pd r ∂
∂

∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−= 2
2

2
2

2
22 12            ℏℏ ，

( ) 22
2

2 1             rpL
r

pe +=

证： ( ) ( ) ++++ = ABCa ABC              ∵ ，

r
11

2
1

11
2
111 

2
1     

ppr
rr

rp

pr
rr

rp
r
rppr

r
pr

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅=∴

++
++

++
+

+

即 rp 为厄米算符。

( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

∂
∂

−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅−−

∂
∂

−=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∇⋅+⋅∇−∇⋅−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅∇−⋅=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅∇−+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅=

rr
i

rr
i

r
i

r
rr

r
i

r
i

r
rr

r
i

r
ri

r
rip

r
r

r
rip

r
rp

r
r

r
rppr

r
pb

1

13
2

3
2

11
22

2
111

2
1     

3

r

ℏ

ℏℏℏℏ

ℏℏℏ

ℏ

( ) [ ]

ℏℏ

ℏℏℏ

i
r

r
r

ri

r
rr

ri
r

ri
rr

riprc r

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−−
∂
∂

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

∂
∂

−=

1

,1,,      

( ) )(
2

22 1       
b

rr
pd r ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

−= ℏ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−= 22

2
2 111

rrrrrr
ℏ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=
rrrrrrrrrr

21111
2

2
2

222

2
2 ℏℏ

r
r
rr ∂

∂
∂
∂

−= 2
2

2 1ℏ



25

( )e 据 4.8）（1）， ( ) priprprL ⋅+⋅−⋅= ℏ
2222

。

其中
r

riripr
∂
∂

−=∇⋅−=⋅ ℏℏ ，

因而
r

r
r

r
r

rprL
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+= 22222 ℏℏ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+=
r

r
r

rpr 22

2
2222 ℏ

以
2−r 左乘上式各项，即得

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−=
rrr

L
r

p 21
2

2
22

2
2 ℏ

( )d)9.4
= 22

2

1
rpL

r
+

4.10)利用测不准关系估算谐振子的基态能量。

解：一维谐振子能量
22

2

2
1

2
xm

m
pE x

x ω+= 。

又 0
22

== ∫
+∞

∞−

− dxxex xα

π
α

奇， ℏ
ωα m= ， 0=xp ，

（由(3.8)、(3.9)题可知 0,0 == xpx ）

xxxx =−=∆∴      ， xxxx pppp =−=∆ ，

由测不准关系， ,2
ℏ=∆∆ xpx 得 xpx 2

ℏ= 。

22
2

2
1

22
1       xm

xm
Ex ω+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∴
ℏ

02
8

2
3

2

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= xm

xmdx
dEx ω

ℏ
，得

ωm
x

2
2 ℏ
=

ω
ω

ω
ω ℏℏ
ℏ

ℏ
2
1

22
12

8
2

2

0 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

m
mm

m
E x

同理有 ωℏ
2
1

0 =yE ， ωℏ
2
1

0 =zE 。

∴谐振子（三维）基态能量 ωℏ
2
3

0000 =++= zyx EEEE 。

4.11) 利用测不准关系估算类氢原子中电子的基态能量。

解：类氢原子中有关电子的讨论与氢原子的讨论十分相似，只是把氢原子中有关公式中的核电荷数 e+ 换成 ze+

（ z为氢原子系数）而u理解为相应的约化质量。故玻尔轨迹半径 2
2

0 uea ℏ= ，在类氢原子中变为 z
aa 0= 。
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类氢原子基态波函数 are
a

−= 3100
1

π
ψ ，仅是 r的函数。

而
ϕθθ ϕθ d
d

r
e

d
d

r
e

dr
der sin

11
++=∇ ，故只考虑径向测不准关系 ℏ~rpr∆∆ ， 类氢原子径向能量为：

r
ze

u
pE r

22

2
−= 。

而
r
ze

u
pH

22

2
−= ，如果只考虑基态，它可写为

r
ze

u
pH r

22

2
−= ， ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

rdr
dipr

1ℏ

rp 与 r共轭，于是 ℏ~rpr∆∆ ， rr ~∆ ，

r
ze

rmr
ze

u
pE r

2

2

222

2
~

2
−−=

ℏ
（1）

求极值
r
ze

rmr
E 2

3

2

0 +
−

=
∂
∂

=
ℏ

由此得 az
amzer === 022ℏ （ 0a ：玻尔半径； a：类氢原子中的电子基态“轨迹”半径）。代入（1）式，

得

基态能量， azeemzE 22~ 2242 −=− ℏ

运算中做了一些不严格的代换，如 rr
1~1

，作为估算是允许的。

4.12)证明在分立的能量本征态下动量平均值为 0。

证：设定态波函数的空间部分为 ψ ，则有 ψψ EH =

为求 p的平均值，我们注意到坐标算符 ix 与H的对易关系：

[ ] ( ) upixVuppxHx i
j

jjii ℏ=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= ∑ 2,, 。

这里已用到最基本的对易关系 [ ] ijji ipx δℏ=, ，由此
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[ ]

( )

( ) 0

,

=ΨΨ−ΨΨ=

ΨΨ−ΨΨ=

ΨΨ=ΨΨ=
∧

ii

ii

iii

ExEx
i
u

HxHx
i
u

Hx
i
upp

ℏ

ℏ

ℏ

这里用到了H的厄米性。

这一结果可作一般结果推广。如果厄米算符
∧

C可以表示为两个厄米算符
∧

A和
∧

B的对易子 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

∧∧∧

BAiC , ，则在
∧

A

或
∧

B的本征态中，
∧

C的平均值必为 0。

4.13）证明在的本征态下， 0== yx LL 。

（提示：利用 xyzzy LiLLLL ℏ=− ，求平均。）

证：设 ψ 是 zL 的本征态，本征值为 ℏm ，即 ψψ ℏmLz =

[ ] xLiℏ∵ =−= yzzyzy LLLLL,L           ，

[ ] yLiℏ=−= zxxzxz LLLLL,L             ，

( )
( )
( ) 01

1

1            

=ΨΨ−ΨΨ=

ΨΨ−ΨΨ=

ΨΨ−ΨΨ=∴

yy

yzzy

yzzyx

LmLm
i

LLLL
i

LLLL
i

L

ℏℏ
ℏ

ℏ

ℏ

同理有： 0=yL 。

4.14) 设粒子处于 ( )ϕθ ,lmY 状态下，求 ( )2
xL∆ 和 ( )2yL∆

解：记本征态 lmY 为 lm ，满足本征方程

( ) lmlllmL 22 1 ℏ+= ， lmmlmLz ℏ= ， lmmLlm z ℏ= ，

利用基本对易式 LiLL ℏ=× ，

可得算符关系 ( ) ( ) xyzxzyxyzzyxxx LLLLLLLLLLLLLiLi −=−== ℏℏ 2

( ) xyzzxyyxyzyzxy LLLLLLLiLLLLiLLL −+=−+= 2ℏℏ

将上式在 lm 态下求平均，因 zL 作用于 lm 或 lm 后均变成本征值 ℏm ，使得后两项对平均值的贡献互相抵消，
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因此
22
yx LL =

又 ( )[ ] 222222 1              ℏ∵ mllLLLL zyx −+=−=+

( )[ ] 2222 1
2
1              ℏmllLL yx −+==∴

上题已证 0== yx LL 。

( ) ( ) ( )[ ] 2222222 1
2
1             ℏmllLLLLLL xxxxxx −+==−=−=∆∴

同理 ( ) ( )[ ] 222 1
2
1 ℏmllLy −+=∆ 。

4.15)设体系处于 202111 YCYC +=ψ 状态（已归一化，即 12
2

2
1 =+ CC ），求

（a） zL 的可能测值及平均值;

（b） 2L 的可能测值及相应的几率；

（c） xL 的可能测值及相应的几率。

解： 11
2

11
2 2           YYL ℏ∵ = ， 20

2
20

2 6 YYL ℏ= ；

1111 YYLz ℏ= ， 2020 0 YYLz ℏ= 。

（a）由于ψ 已归一化，故 zL 的可能测值为ℏ，0，相应的几率为
2

1C ，
2

2C 。平均值 ℏ2
1CLz = 。

（b） 2L 的可能测值为
22ℏ ，

26ℏ ，相应的几率为
2

1C ，
2

2C 。

（c）若 1C ， 2C 不为 0，则 xL （及 yL ）的可能测值为： ℏ2 ，ℏ，0， ℏ− ， ℏ2− 。

1） xL 在 1=l 的空间， ( )zLL ,2
对角化的表象中的矩阵是

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

010
101
010

2
ℏ

求本征矢并令 1=ℏ ，则

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

c
b
a

c
b
a

λ
010
101
010

2
1

，

得， ab λ2= ， bca λ2=+ ， cb λ2= 。 1,0 ±=λ 。

ⅰ）取 0=λ ，得 acb −==     ,0 ，本征矢为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− a

a
0 ，归一化后可得本征矢为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−1
0
1

2
1

。
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ⅱ）取 1=λ ，得 cab 22 == ，本征矢为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

a
a
a
2 ，归一化后可得本征矢为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
2

1

2
1

。

ⅲ）取 1−=λ ，得 cab 22 −=−= ，归一化后可得本征矢为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

1
2

1

2
1

。

在

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
0
1

1111 CYC 态下， xL 取0 的振幅为 ( )
2

1
0
1

2
1001 1

1
CC =

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
， xL 取0 的几率为 2

2
1C ； xL 取ℏ

的振幅为 ( ) 2
1
2

1

2
1001 1

1
CC =

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
，相应的几率为 4

2
1C ；

xL 取 ℏ− 的振幅为 ( ) 2
1

2
1

2
1001 1

1
CC =

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
− ，相应的几率为 4

2
1C 。总几率为

2
1C 。

2） xL 在 2=l 的空间， ( )zLL ,2 对角化表象中的矩阵

利用 ( )( )1
2
11 ++−=+ mjmjmjjmj x

( )( )1
2
11 +−+=− mjmjmjjmj x

11222      =∴ xj ，
2
30212 =xj ，

2
31202 =−xj ， 12212 =−− xj 。

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

01000
102

300

02
302

30

002
301

00010

xL ，本征方程

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

e
d
c
b
a

e
d
c
b
a

λ

01000
102

300

02
302

30

002
301

00010

ab λ= ， bca λ=+
2
3

， ( ) cdb λ=+
2
3

， dec λ=+
2
3

， ed λ= ， 2,1,0 ±±=λ 。

ⅰ） 0=λ ， 0=b ， ca
2
3

−= ， 0=d ， ce
2
3

−= 本征矢为

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

1
0

3
2

0
1

8
3

。在

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0
0
1
0
0

2202 CYC 态下，测得 0=xL
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的振幅为 ( )
2

1
0

3
2

0
1

8
3

00100 2
2

C
C −=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 。几率为 4

2
2C ；

ⅱ） 1=λ ， ab = ， 0=c ， bd −= ， ed = ，本征矢为

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

1
1

0
1
1

2
1

。在 202YC 态下，测得 ℏ=xL 的振幅为

( ) 0

1
1

0
1
1

2
1001002 =

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

C ，几率为0 。

ⅲ） 1−=λ ， ab −= ， 0=c ， bd −= ， de −= ，本征矢为

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

1
1
0
1
1

2
1

，在 202YC 态下，测得 ℏ−=xL 几率为0 。

ⅳ） 2=λ ， ab 2= ， ac 6= ， aed 22 == ， ace ==
6

，本征矢为

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
2
6

2
1

4
1

，在 202YC 态下，测得 ℏ2=xL

的振幅为 ( ) 22 4
6

1
2
6

2
1

4
100100 CC =

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

。几率为
2

28
3 C ；

ⅴ） 2−=λ ， ab 2−= ， ac 6= ， ad 2−= ， ae = ，本征矢为

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

1
2
6
2

1

4
1

，在 202YC 态下，测得 ℏ2−=xL 的

几率为
2

28
3 C 。

2
2

2
24

1
8
3

8
3               CC =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++∴ 。
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在 202111 YCYC +=ψ 态中，测 xL （和 yL ）的可能值及几率分别为：

2
2

2
1

2
2

2
1

2
1

2
2 8

3
4
1

4
1

2
1

4
1

8
3

202
CCCCCC +

−− ℏℏℏℏ

4.16）设属于能级 E有三个简并态 1ψ ， 2ψ 和 3ψ ，彼此线形独立，但不正交，试利用它们构成一组彼此正交归

一的波函数。

解：
( ) 1

11
11 ,

1
ψ

ψψ
ψϕ == a

( ) 1212
'

2 , ϕψϕψϕ −= ， ( )
'

2'
2

'
2

2
,

1
ϕ

ϕϕ
ϕ = ，

( ) ( ) 2321313
'

3 ,, ϕψϕϕψϕψϕ −−= ，
( )

'
3'

3
'

3

3
,

1
ϕ

ϕϕ
ϕ = 。

321 ,, ϕϕϕ 是归一化的。

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] 0,,,
,

1, 112121'
2

'
2

21 =−= ϕϕψϕψϕ
ϕϕ

ϕϕ ，

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ] 0,,,,,
,

1, 2132113131'
3

'
3

31 =−−= ϕϕψϕϕϕψϕψϕ
ϕϕ

ϕϕ ，

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ] 0,,,,,
,

1, 2232123132'
3

'
3

32 =−−= ϕϕψϕϕϕψϕψϕ
ϕϕ

ϕϕ 。

∴它们是正交归一的，但仍然是简并的（可验证：它们仍对应于同一能级）。

4.17）设有矩阵 SCBA ,,, 等，证明

( ) ( ) ( )BAAB detdetdet ⋅= ， ( ) AASS detdet 1 =−
，

( ) ( )BATrABTr = ， ( ) TrAASSTr =−1
， ( ) ( ) ( )CABTrBCATrABCTr == ，

Adet 表示矩阵 A相应的行列式得值，TrA代表矩阵 A的对角元素之和。

证：（1）由定义 ( )
n

n

niii
ii

n aaaiiPA ⋯⋯
⋯

21

1

211det ∑= ，

( )
( ) ( )
( ) ( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−=

                              0
11
11

1

1

1

其他情形

的奇置换是当

的偶置换是当

nii
nii

iiP n

n

n ⋯⋯
⋯⋯

⋯

故上式可写成： ( ) ( )
nn

n

ijijij
ii

nn aaajjPiiPA ⋯⋯⋯
⋯

2211

1

11det ∑= ，

其中 ( )njj ⋯1 是 ( )n⋯1 的任意一个置换。
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( ) ( )
n

n

niii
ii

n CCCiiPABC ⋯⋯
⋯

21

1

211detdet   ∑==∴

( )∑ ∑=
n n

nnn
ii jj

ijnjijjijjn bababaiiP
⋯ ⋯

⋯⋯
1 1

222111 211

( )∑ ∑ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

n n
nnn

jj ii
ijijijnnjjj bbbiiPaaa

⋯ ⋯
⋯⋯⋯

1 1

221121 121

( ) ( ) ( )∑ ∑ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

n n
nnn

jj ii
ijijijnnnjjjn bbbjjPiiPaaajjP

⋯ ⋯
⋯⋯⋯⋯⋯

1 1

221121 11211

BA detdet ⋅=

（2） ( ) ASSSASASS detdetdetdetdetdetdet 111 ⋅⋅=⋅⋅= −−−

( ) AASS detdetdet 1 =⋅= −

（3） ( ) ( )BATrabbaABTr
ik

ikki
ik

kiik ∑∑ ===

（4） ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) TrAASSTrSASTrASSTrASSTr ==== −−−− 1111

（5） ( ) ( ) ( )CABTrbacBCATracbcbaABCTr jkij
ijk

kiij
ijk

kijk
ijk

kijkij ===== ∑∑∑

第五章 力学量随时间的变化与对称性

5.1）设力学量 A不显含 t，H为本体系的 Hamilton 量，证明

[ ][ ]HHAA
dt
d ,,2

2
2 =− ℏ

证.若力学量 A不显含 t，则有 [ ]HA
idt

dA ,1
ℏ

= ,

令 [ ] CHA =,

则 [ ] [ ]HCHC
idt

Cd
idt

Ad ,1,11
22

2

ℏℏℏ
−=== ,

[ ][ ]HHAA
dt
d ,,             2

2
2 =−∴ ℏ

5.2）设力学量 A不显含 t，证明束缚定态， 0=
dt
dA

证：束缚定态为:： ( ) ( ) ℏtiE
nn

nertr −=ψψ , 。

在束缚定态 ( )trn ,ψ ，有 ( ) ( ) ( )trEtr
t

itrH nnnn ,,, ψψψ =
∂
∂

= ℏ 。

其复共轭为 ( ) ( ) ( )trEer
t

itrH nn
tiE

nn
n ,, **** ψψψ =

∂
∂

−= ℏℏ 。
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= nn dt

dA
dt
dA

ψψ , ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

••

nnnnnn AAA
dt
d

ψψψψψψ ,,,

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= nnnn H

i
AAH

idt
dA

ψψψψ
ℏℏ
1,,1

[ ] ( ) ( )nnnn AH
i

HA
i

HA
it

A
ψψψψ ,1,1,1

ℏℏℏ
−++

∂
∂

=

[ ] ( )( )nn HAAH
i

HA
i

ψψ −−= ,1,1
ℏℏ

[ ] [ ]( ) 0,,1
=−= AHHA

iℏ
。

5.3） ( ) { }ℏxx iaP
x

aaD −=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−= expexp 表示沿 x方向平移距离a算符.证明下列形式波函数（Bloch 波函数）

( ) ( )xex k
ikxφψ = , ( ) ( )xax kk φφ =+

是 ( )aDx 的本征态，相应的本征值为 ikae−

证： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )axeaxxaD k
axik

x +=+= + φψψ

( ) ( )xexee ika
k

ikxika ψφ =⋅= ,证毕。

5.4）设 m 表示 zL 的本征态（本征值为 ℏm ），证明

mee yz ikLikL ℏℏ θϕ −−

是角动量L沿空间 ( )ϕθ , 方向的分量 nL

θϕθϕθ cossinsincossin zyx LcLL ++ nLLn ⋅==

的本征态。

证：算符
ℏθyikLe− 相当于将体系绕 y轴转θ 角，算符 ℏϕzikLe− 相当于将体系绕 z轴转ϕ角， m 原为 zL 的本征态，

本征值为 ℏm ，经过两次转动，固定于体系的坐标系（即随体系一起转动的坐标系）的
'z 轴（开始时和实验室 z

轴重合）已转到实验室坐标系的 ( )ϕθ , 方向，即 n方向， mYlm = 变成了ψ ，即变成了 nL 的本征态。本征值是

状态的物理属性，不受坐标变换的影响，故仍为 ℏm 。（还有解法二，参 钱. .《剖析》. P327）

5.5）设 Hamilton 量 ( )rV
u
PH +=
2

2

。证明下列求和规则

( ) uxEE
n

nmmn 2
22 ℏ=−∑ 。

x是 r的一个分量，
n
∑是对一切定态求和， nE 是相应于n态的能量本征值， nEnH n= 。
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证： [ ] [ ] xxx p
u
ipi

u
px

u
Hx ℏℏ =⋅== 2

2
1,

2
1, 2 （∆）

=A ( )∑ −
n

nmmn xEE 2 ( )mEEnnxm mn
n

−=∑ [ ]mxHnmHxnnxm
n

−=∑

[ ]mHxnnxm
n

,∑−= [ ])( 2,
2
1∆
∑−= mPxnnxm

u x
n

mPnnxm
u
i

x
n
∑−=
ℏ

∑−=
n

x nxPm
u
iℏ

又 =A ( )∑ −
n

mn mxnnEEm [ ] mxnnHxm
n
∑= ,

)(∆
∑−=
n

x nxPm
u
iℏ

=∴ A2      ( )∑ −
n

xx mxPxPm
u
iℏ [ ]∑−=

n
x mPxm

u
i ,ℏ

u
i

u
i 2ℏℏℏ

=⋅
−

= ，

=∴ A      ( ) uxEE
n

nmmn 2
22 ℏ=−∑ 。

不难得出，对于 ZY , 分量，亦有同样的结论，证毕。

5.6）设 ( )prF , 为厄米算符，证明能量表象中求和规则为

( ) [ ][ ]kFHFkFEE
n

nkkn ,,
2
12 =−∑ （1）

证：式（1）左端
令
= =A ( ) kFnnFkEE

n
kn∑ − ( )kFHHFnnFk

n
−=∑

[ ][ ]kFHFk ,,= （2）

计算中用到了公式 1=∑
n

nn 。

由于 FH , 是厄米算符，有下列算符关系：

[ ] ( ) [ ]FHHFFHFHHFFHHFFH ,, −=−=−=−=∗ ++++++
（3）

式（2）取共轭 ( )+ ，得到

=A =+A [ ][ ] +
kFHFk ,, [ ] kFFHk ++= , [ ])3(

, kFFHk−= （4）

结合式（2）和（4），得

=A ( ) [ ][ ]kFHFkFEE
n

nkkn ,,
2
12 =−∑

证毕。

5.7）证明 schrödinger 方程变换在 Galileo 变换下的不变性，即设惯性参照系
'K 的速度υ相对于惯性参照系K运
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动（沿 x轴方向），空间任何一点 两个参照系中的坐标满足下列关系：

'''' ,,, ttzzyyvtxx ===+= 。 （1）

势能在两个参照系中的表示式有下列关系

( ) ( ) ( )txVttxVtxV ,,, ''''' =−= υ （2）

证明 schrödinger 方程在
'K 参照系中表为

''
2

22
'

'2
ψψ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

−=
∂
∂ V

xmt
i ℏℏ

在K参照系中表为 ψψ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

−=
∂
∂ V

xmt
i 2

22

2
ℏℏ

其中 ( )ttxtmxmi ,
2

exp '
2

υψ
υυ

ψ −⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

ℏℏ

证：由波函数的统计解释，ψ 和
'ψ 的意义完全相同。

( ) ( )txwtx ,, 2 =ψ ， 是 t时刻在 x点找到粒子的几率密度；

( ) ( )'''2''' ,, txwtx =ψ ，是 't 时刻在 'x 点找到粒子的几率密度。

但是在给定时刻，给定地点发现粒子的几率应与参照系的选择无关，所以相应的几率应相等，即

( ) ( )''' ,, txwtxw = （6）

从（1）式有 ( ) ( )txwttxw ,,' =−υ （6’）

由此可以得出， ψ 和
'ψ 两个波函数彼此只应差绝对值为 1 的相因子，所以

( ) ( ) ( ) ( )ttxetxetx txiSiS ,,, ',''' υψψψ −== （7）

( ) ( ) ( )txettx txiS ,, ,' ψυψ −=− （7）

由（1）式，
xx ∂
∂

=
∂
∂

' ,
tx

v
t ∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂

' , 2

2

2'

2

xx ∂
∂

=
∂

∂

（3）式变为： ( ) ( ) ( )'''''''''
2

22

,,,
2

txtxVtx
xm

ψψ +
∂
∂

−
ℏ

( ) ( )'''''' ,, tx
t

itx
x

i ψψυ
∂
∂

+
∂
∂

= ℏℏ （8）

将（7’）代入（8）式，可得

( ) ψυ
ψ

υ
ψ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

−
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+
∂
∂

++
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∂
∂

+
∂
∂

−
t
S

x
S

x
S

mt
S

m
itxV

xx
S

m
i

xm
ℏℏℏℏℏℏℏ 22

2

22

2

22

22
,

2 t
i

∂
∂

=
ψℏ

（9）
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选择适当的 ( )txS , ，使得（9）→（4），

0=−
∂
∂

υ
x
S

m
ℏ

。 （10）

0
22

22

2

22

=
∂
∂

−
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+
∂
∂
⋅

t
S

x
S

x
S

mx
S

m
i ℏℏℏℏ

υ （10’）

从（10）可得 ( )tfxmS +=
ℏ
υ

。 （11）

( )tf 是τ 的任意函数，将（11）代入（10’），可得

ℏ2

2υm
t
f

−=
∂
∂

积分，得 ( ) Ctmtf +−=
ℏ2

2υ
。

C 为积分常数，但 0=υ 时，
'K 系和 K 系重合，

'ψ 应等于ψ ，即 S 应等于 0 ，故应取 0=C ，从而得到

tmxmS
ℏℏ 2

2υυ
−= （12）

代入（7’）式，最后得到波函数的变换规律：

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= tmxm

i
2'

2
11exp υυψψ

ℏ
（13）

逆变换为 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +== '2'''

2
1exp tmxmie iS υυψψψ

ℏ
（13’）

相当于式（13）中的 υυ −→ ，带 ”，“ 的量和不带 ”，“ 的量互换。

讨论： ( )txS , 的函数形式也可用下法求出：

因 ( )txS , 和势能V 无关，所以只需要比较平面波（自由粒子）在K和
'K 系中的表现形式，即可确定 ( )txS , .

沿 x方向运动的自由粒子，在伽利略变换下，动量、能量的变换关系为

υmPP −='

22
22'

'

2
1

2
1

22
υυυυ mPEmP

m
P

m
PE +−=+−== （14）

据此，K系和
'K 系中相应的平面波波函数为

( ) ℏEtPxie −=ψ ，
( ) ℏ''''' tExPie −=ψ （15）

（1）、（14）代入（15），即得

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= tmxm

i
2'

2
11exp υυψψ

ℏ
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此即（13）式，由于这个变换关系仅取决于K和
'K 系的相对速度υ，而与粒子的动量 P无关，所以上式适用于

任何自由粒子。它正是所求的变换关系。

第六章 中心力场

6.1) 利用 6.1.3 节中式（17）、（18），证明下列关系式

相对动量 ( )2112
1 pmpm
M

rp ���� −==
•

µ （1）

总动量 21 ppRMP ����
+==

•

（2）

总轨迹角动量 prPRprprLLL �����������
×+×=×+×=+= 221121 （3）

总动能
µ2222

22

2

2
2

1

2
1 p

M
P

m
p

m
pT +=+=

���
（4）

反之，有 ,
1

1 r
m

Rr ��� µ
+= r

m
Rr ���

2
2

µ
−= （5）

pP
m

p +=
2

1
µ

， pP
m

p −=
1

2
µ

（6）

以上各式中， ( )212121      , mmmmmmM +=+= µ

证：
21

2211

mm
rmrmR

+
+

= ， （17） 21 rrr −= ， （18）

相对动量 ( )211221
21

21 1 pmpm
M

rr
mm
mmrp ���� −=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
==

•••

µ （1’）

总动量 ( ) 21
21

2211
21 pp

mm
rmrmmmRMP ����

+=
+
+

+==

••
•

（2’）

总轨迹角动量 221121 prprLLL �������
×+×=+=

)5(

2
2

1
1

pr
m
uRpr

m
uR ×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

( ) ( )211221
1 pmpm
M

rppR −×++×=

)2)(1(
prPR ×+×=

由（17）、(18)可解出 21 , rr �� ，即（5）式；由（1’）（2’）可解出（6）。

总动能
( )

2

2

1

1

2

2
6

2

2
2

1

2
1

2222 m

pP
m

m

pP
m

m
p

m
pT

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=+=

����
��

µµ
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212

2
2

2
2

1

2

211

2
2

2
21

2

2222 mm
pPu

m
pP

mm
u

mm
pPu

m
pP

mm
u ⋅

−++
⋅

++=

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+
+

+
=

21

22

2
21

2
2

2
21

1 11
2
1

22 mm
pP

mm
mP

mm
m

µ22

22 p
M
P

+=
�

（4’）

［从（17），(18)式可解出（5）式；从（1），(2)式可解出（6）式］.

6.2) 同上题，求坐标表象中 p、 P和 L的算术表示式

rip ∇−= ℏ RiP ∇−= ℏ ， prPRL �����
×+×=

解： ( ) ( )
21 122112

1
rr mm

M
ipmpm

M
p ∇−∇

−
=−=

ℏ
（1）

其中
111

1 z
k

y
j

x
ir ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=∇ ，

而
xXM

m
xx

x
Xx

X
x ∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ 1

111

，

同理，
yYM

m
y ∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂ 1

1 zZM
m

z ∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ 1

1

；

（利用上题（17）（18）式。）

∴ =∇
1r rRM

m
∇+∇1 ；仿此可设 =∇

2r rRM
m

∇−∇1 （2）

代入（1）中，得 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇+∇−∇+∇

−
= rRrR m

M
mmm

M
mm

M
ip 1

21
2

21ℏ

ri ∇−= ℏ （3）

( )
2121 rrippP ∇+∇−=+= ℏ��� )2(

Ri ∇−= ℏ （4）

prPRL �����
×+×=

只要将（3）、（4）式中的 p、 P以相应的算符代入即可。

6.3）利用氢原子能级公式，讨论下列体系的能谱：

（a）电子偶素（positronium，指
−+ − ee 束缚体系）

（b）u 原子（muonic atom）

（c）u 子偶素（muonium，指
−+ − uu 束缚体系）
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解：由氢原子光谱理论，能级表达式为：

22

4 1
2 n
ueEn ℏ

−= ,
pe

pe

mm
mm

u
+

= 。

（a）电子偶素能级 22

4 1
4 n
ueEn ℏ

−= ，（
2
e

ee

ee m
mm
mmu =
+

= ）

（b）u 原子能级 22

4 1
2 n
euE u

n ℏ
−= ，（

pu

pu
u mm

mm
u

+
= ）

（c）u 子偶素能级 22

4 1
4 n
emE u

n ℏ
−= ，（

2
u

uu

uu m
mm
mmu =
+

= ）

6.4）对于氢原子基态，计算 px ∆⋅∆ 。

解： * 在求坐标系中，空间反演： rr −→ （ ϕπϕθπθ +→−→− ,,rr ）。

氢原子基态波函数为 0

2
1

3
0

100
1 a

r
e

a
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

π
ψ （1）

宇称为偶。由于均为奇宇称算符，所以 0               ,0 == xpx （2）

由于 100ψ 各向同性，呈球对称分布，显然有

2222

2222

3
1

3
1

pppp

rzyx

zyx ===

===
（3）

容易算出 ( ) τψ drr
2

100
22 ∫= ∫ 2−2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ϕθθ

π
ddrdre

a
r ar sin1

02
3

0

2
03a= （4）

=
2
p ∫ ∇− τψψ d100

2
100

2ℏ ( )[ ]∫ ∇⋅∇−∇⋅∇−= τψψψψ d100100100100
2ℏ

∫ ∇= τψ d2
100

2ℏ ∫ 2⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

= ϕθθψ ddrdr
r

sin
2

100
2ℏ 2

0
2 aℏ= （5）

因此 2x 2
0a= ， 0

22 axxx =−=∆ （6）

2
0

2
2

3a
px

ℏ
= ，

0

22

3a
ppp xxx

ℏ
=−=∆ （7）

3
ℏ=∆⋅∆ xpx （8）

测不准关系的普遍结论是 2
ℏ≥∆⋅∆ xpx （9）
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显然式（8）和（9）式是不矛盾的。而且
3

ℏ 很接近式（9）规定的下限 2
ℏ 。

6.5）对于氢原子基态，求电子处于经典禁区 ( )ar 2> （即 0<−VE ）的几率。

解：氢原子基态波函数为 a
r

e
a

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
1

3100
1

π
ψ ， 2

2

uea ℏ= ，

相应的能量
a
eueE
22

2

2

4

1 −=−=
ℏ

动能 ( )
r
e

a
eVErT

22

1 2
+−=−=

0<−= VET 是经典不允许区。由上式解出为 ar 2> 。

因此，电子处于经典不允许区的几率为

∫ ∫ ∫
∞

−=
a

ar dddrre
a

p
2 0

2

0

22
3 sin1 π π

ϕθθ
π

（令 ar2=ξ ）

∫
∞

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4

2
3

3 2
4

ξξξ dea
a

2381.013 4 == −e

6.6）对于类氢原子（核电荷 Ze）的“圆轨迹”（指 1,0 −== nlnr 的轨迹），计算

（a）最可几半径；

（b）平均半径；

（c）涨落 [ ] 2122 rrr −=∆

解：类氢原子中电子波函数 nlmψ 可以表示为

( ) ( ) ( ) ( )ϕθϕθψ ,1, lmlnlmlnnlm Yru
r

YrR
rr

== （1）

（a） 最可几半径由径向几率分布的极值条件 ( ) 0=ru
dr
d

lnr
（2）

决定。 1−= nl 时， 0=rn 。

( ) naZrn
n eCrru −
− =1,0

代入（2）式，容易求得 Zanr 0
2=几 （4）

这结果和玻尔量子论中圆轨迹的半径公式一致。

（b）在 nlmψ 态下，各
λr 之间有递推关系（Kramers 公式）

( ) ( )[ ] 012
4

121 2
2

2
221

2 =−+++−
+ −− λλλ λ

λλ r
Z
alr

Z
arr

n
(5)

（参 钱伯初、曾谨言《量子力学习题精选与剖析》P197）
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在（5）式中令 0=λ ，注意到 10 =r 。可设

an
Z

r nlm
2

1
= (6)

依次再取 2,1=λ ，得到

( )[ ]
a
Zllnr

nlm
13

2
1 2 +−=

)1(

2
2

−=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

nl

a
Znn （7）

（c） ( )[ ]
2

2
2

2 1351
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−+=
a
Zllnnr

nlm
( )

)1( 2
2 1

2
1−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

nl

a
Znnn （8）

因此， r的涨落

[ ] 2122 rrr −=∆
Z
ann

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

42

23

（9）

12
1

22
2

+
=+=

∆
n

nnn
r
r

（10）

可见， n越大， rr∆ 越小，量子力学的结果和玻尔量子轨迹的图像越加接近。

6.7）设电荷为Ze的原子核突然发生
−β 衰变，核电荷变成 ( )eZ 1+ ，求衰变前原子Z 中一个K电子（ s1 轨迹上

的电子）在衰变后仍然保持在新的原子 ( )1+Z 的K轨迹的几率。

解：由于原子核的
−β 衰变是突然发生的。可以认为核外的电子状态还来不及变化。对于原来的K电子，其波函

数仍未 ( ) a
Zr

e
a
ZrZ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
1

3100 ,
π

ψ （1）

而新原子中K电子的波函数应为 ( ) ( ) ( )
a
rZ

e
a

ZrZ
12

1

3

3

100
1,1

+−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=+

π
ψ （2）

将 ( )rZ ,100ψ 按新原子的能量本征态作线形展开：

( ) ( )rZCrZ
nlm

nlmnlm ,,100 ∑= ψψ （3）

则衰变前的 s1 电子在衰变后处于新原子的 ( )rZnlm ,1+ψ 态的几率为

( ) ( ) 2
100

2 1 ZZCp nlmnlmnlm ψψ +== （4）

因此，本题所求的几率为

=100p ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22122
62

33
2

100100 411 drre
a
ZZZZ arZ +−+

=+ π
π

ψψ
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( ) 63

6

33

2
1111

2
1

1 −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
=

ZZ
Z

ZZ
（5）

展开时保留到第三项

当 1>>Z ，上式可近似取成 2100 4
31
Z

p −≈ （5’）

例如， 10=Z , 9932.0100 ≈p ；

30=Z , 9992.0100 ≈p 。

6.8）设碱金属原子中的价电子所受电子实（原子核+满壳电子）的作用近似表为

( ) 2

22

r
ae

r
erV λ−−= （ 10 <<< λ ） （1）

a为 Bohr 半径，求价电子的能级。

提示：令 ( ) ( )121 '' +=−+ llll λ ，解出
( )

21

2
'

12
81

2
1

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−=

l
ll λ

解：取守恒量完全集为 ( )zLLH ,, 2
，其共同本征函数为

( ) ( ) ( )ϕθϕθψ ,,, lmYrRr =
( ) ( )ϕθ ,lmYr
ru

= （2）

( )ru 满足径向方程

( ) Euu
r
ae

r
e

ur
llu

u
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−++− 2

22

2

2
"

2

2
1

2
λ

ℏℏ
（3）

令 ( ) ( )121 '' +=−+ llll λ （4）

式（3）就可以化为 ( ) Euu
r
e

ur
llu

u
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++−

2

2

2
''"

2

2
1

2
ℏℏ

（3’）

相当于氢原子径向方程中 l 换成
'l 。所以式（ 3’）的求解过程完全类似于氢原子问题。后者能级为

an
eEn 2

2

2
−= ， 1++= lnn r ， ⋯,2,1,0=rn （5）

将 l换成
'l ，即得价电子的能级：

an
eEnl 2'

2

2
−= ， 1'' ++= lnn r （6）

通常令 lll ∆+=' （7）

1' +∆++= lr lnn ln ∆+= （8）
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l∆ 称为量子数 l和 n的“修正数”。由于 1<<λ ，可以对式（4）作如下近似处理：

( ) ( )121 '' +=−+ llll λ ( )( )1+∆+∆+= ll ll ( ) ( ) ( )2121 lllll ∆+∆+++=

略去 ( )2
l∆ ，即得 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−≈∆

2
1ll λ （9）

由于 1<<λ ， 1    <<∆∴ l ，因此，本题所得能级 nlE 和氢原子能级仅有较小的差别，但是能级的“ l简并”已

经消除。式（6）和碱金属光谱的实验资料大体一致，尤其是，修正数 l∆  随 l之升高而减小，这一点和实验符

合的极好。

式（4）的精确解为
( )

21

2
'

12
81

2
1

2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−=

l
ll λ

（10）

若对上式作二项式展开，保留λ项，略去
2λ 以上各项，即可得到式（9）。

6.9）在二维谐振子势 ( ) 22

2
1

2
1, yKxKyxV yx += 中的粒子，求解其能量本正值。对于二维各向同性（

KKK yx == ）的谐振子，求能级的简并度。（参 书卷ⅠP302-303）

解：

第七章 粒子在电磁场中的运动

7.1）设带电粒子在互相垂直的均匀电场ε 和均匀磁场B中运动，求能级本征值和本征。

（参《导论》 225P ）

解：以电场方向为 x轴，磁场方向为 z轴，则

( )0,0,εε = ， ( )BB ,0,0= （1）

去电磁场的标势和矢势为

xεφ −= ， ( )0,,0 BxA = （2）

满足关系 φε −∇= ， AB ×∇=

粒子的 Hamiton 量为 xqpx
C
qBpp

u
H zyx ε−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= 2

2
2

2
1

（3）

取守恒量完全集为 ( )zy ppH ,, ，它们的共同本征函数可写成

( ) ( ) ( ) ℏzpypi zyexzyx +=ψψ ,, （4）

其中 yP 和 zP 为本征值，可取任意函数。

( )zyx ,,ψ 满足能量本证方程： ( ) ( )zyxEzyxH ,,,, ψψ =

因此 ( )xψ 满足方程
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( ) ( ) ( )xExxqxpx
C
qBpp

u zyx ψψεψ =−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ 2

2
2

2
1

（5）

亦即，对于 ( )xψ 来说，H和F 式等价：

( )222
2

22

2

22

2
1

22 zyy pp
u

xp
uC
qBqx

uC
Bq

xu
H ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+

∂
∂

−⇒ ε
ℏ

( ) ( )222
02

22
2

02

22

2

22

2
1

222 zy pp
u

x
uC
Bqxx

uC
Bq

xu
++−−+

∂
∂

−=
ℏ

（6）

其中 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

u
p

B
C

qB
uCp

uC
qBq

Bq
uCx y

y
ε

ε22

2

0 （7）

式（6）相当于一维谐振子能量算符

( )
uC
Bq

xxu
xu

=−+
∂
∂

− ωω              ,
2
1

2
2

0
2

2

22ℏ

再加上两项函数，因此本题能级为

( )222
02

22

2
1

22
1

zy pp
u

x
uC
BqnE ++−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ωℏ

2
2

22

2
1

22
1

zy p
u

p
B
C

B
uC

uC
qB

n +−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

εεℏ
（8）

其中 yP 和 zP 为任意实数， ⋯,2,1,0=n

式（4）中 为以 ( )xψ 为 ( )0xx − 变量的一维谐振子能量本征函数，即

( ) ( ) ( ) 2
0

2ξξψψ −=−= eHxxx nn （9）

( )ξnH 为厄密多项式， ( ) ( )00 xx
C
Bq

xxu
−=−=

ℏℏ
ω

ξ 。

7.2）设带电粒子在均匀磁场 B
�
和各向同性谐振子势 ( ) 22

2
1 rrV µω= 中运动，求能量本征值。

第八章 自旋

8.1) 在 zσ 表象中，求 xσ 的本征态。

解：在 zσ 表象中， xσ 的矩阵表示为： xσ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

设 xσ 的本征矢（在 zσ 表象中）为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
b
a

，则有 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
b
a

b
a

λ
01
10

可得 ab λ= 及 ba λ= 1,12 ±==∴ λλ 。
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,1=λ 则 ;ba = ,1−=λ 则 ba −=

利用归一化条件，可求出 xσ 的两个本征态为

,1=λ ;
1
1

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
,1−=λ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−1
1

2
1

。

8.2) 在 zσ 表象中，求 n⋅σ 的本征态， ( )ϕϕθϕθ cos  ,sinsin  ,cossinn� 是 ( )ϕθ , 方向的单位矢.

解：在 zδ 表象中，δ 的矩阵表示为

xσ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

， yσ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0
0
i

i
， zσ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
10

01
（1）

因此， zzyyxxn nnnn σσσσσ ++=⋅=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+
−

=
−

θθ
θθ

ϕ

ϕ

cossin
sincos

i

i

zyx

yxz

e
e

ninn
innn

（2）

设 nσ 的本征函数表示为Φ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
b
a

，本征值为λ，则本征方程为

( ) 0=− φλσ n ，即 0
cossin

sincos
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−−
− −

b
a

e
e

i

i

λθθ
θλθ

ϕ

ϕ

（3）

由（3）式的系数行列式 0= ，可解得 1±=λ 。

对于 1=λ ，代回（3）式，可得

x

yx

yx

xi
i

n
inn

inn
nee

b
a

−

−
=

+
+

==
−

= −
−

1
1

2sin
2cos

cos1
sin ϕ

ϕ

θ

θ

θ
θ

归一化本征函数用 ( )ϕθ , 表示，通常取为

( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

ϕθ

θ
ϕθφ

ie2sin
2cos

,1 或
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

2

2

2sin
2cos

ϕ

ϕ

θ

θ
i

i

e

e
（4）

后者形式上更加对称，它和前者相差因子
2ϕie− ，并无实质差别。若用n�的直角坐标分量来表示，可以取为

( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

+
=

yx

z

z
inn
n

n
n

1

12
1

1φ 或
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

− z

yx

z n
inn

n 112
1

（4’）

如 1±≠zn ，二者等价（仅有相因子的差别）。若 ( )1,0,0=n� ，应取前者；若 ( )1,0,0 −=n� ，应取后者。

对于 ,1−=λ 类似地可以求得
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x

yx

yx

xii

n
inn

inn
nee

b
a

+

−
−=

+
−

−=−=
−

−= −−

1
1

2cos
2sin

sin
cos1 ϕϕ

θ

θ

θ
θ

( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
=− ϕθ

θ
ϕθφ

ie2cos
2sin

,1 或
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

2

2

2cos
2sin

ϕ

ϕ

θ

θ
i

i

e

e
（5）

或 ( )
( ) ( )⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−
−

+
=−

z

yx

z n
inn

n
n

112
1

1φ 或
( )

( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−−

− yx

z

z
inn
n

n
1

12
1

（5’）

若 ( )1,0,0=n� ，取 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=− 1

0
1φ ; 若 ( )1,0,0 −=n� ，取 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=− 0

1
1φ 。

8.3) 在 zs 本征态 ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

2
1 zsχ 下，求 ( )2

xs∆ 和 ( )2ys∆ 。

解： ( )2
xs∆ ( ) 222

xxxx ssss −=−=

但 422 ℏ=xs （常数矩阵），

( ) 0
0
1

01
10

01
2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
ℏ

xs ，

∴ ( )2
xs∆ 42ℏ= ，类似有 ( )2ys∆ 42ℏ= 。

8.4) （a）在 zs 本征态
2

1χ 下，求 n⋅σ 的可能测值及相应的几率。（b）同第 2 题，若电子处

于 1+=⋅nσ 的自旋态下，求σ 的各分量的可能测值及相应的几率以及σ 的平均值。

解：（a）利用 8.2）题求得 nσ 的本征函数，容易求出：在自旋态 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

2
1χ 中， 1=nσ 的几率为

( )zn+== 1
2
1

2
cos2

2

2
11

θ
χφ （1）

1−=nσ 的几率为

( )zn−==− 1
2
1

2
sin 2

2

2
11

θ
χφ （2）

（b）在自旋态 1φ ( )1=nσ 态， 1=zσ 的几率为

( )zn+== 1
2
1

2
cos2

2

1
2

1
θ

φχ （3）
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1−=zσ 的几率为： ( )zn−==−−
1

2
1

2
sin 2

2

1
2

1
θ

φχ （4）

zσ ( ) ( ) ( ) zzz nnn =−⋅−+⋅+= 11
2
111

2
1

[或 zσ ( ) zn==−=−×+×= θ
θθθθ cos
2

sin
2

cos1
2

sin1
2

cos 2222 （5’）]

考虑到 zzyyxxn nnn σσσσ ++= ，

σ 各分量以及 n�各分量在 nσ 的构造中地位对称，所以利用式（3）、（4）、（5），作 zyx ,, 轮换，就可推论出以下

各点：

1±=xσ 的几率为 ( )xn±1
2
1

， （6）

xx n=σ （7）

1±=yσ 的几率为 ( )yn±1
2
1

（8）

yy n=σ （9）

将式（5）、（7）、（9）合并写成矢量形式如下：

自旋态 1φ ( )1=nσ 中， n=σ （10）

类似地，容易算出：自旋态 1−φ ( )1−=nσ 中， n−=σ （11）

解二：（a）在 1=zσ 自旋态
2

1χ 中， nσ 的可能测值为本征值 ;1± 设相应的几率为 +w 及 −w ，则

( ) −+−+ −=−×+×= wwwwn 11σ （12）

由于 zzyyxxn nnn σσσσ ++= （13）

考虑到在 zσ 的本征态中 xσ 和 yσ 的平均值为 0 ， zσ 的平均值即为其本征值，因此在
2

1χ 态下，

θσσ cos1 ==⋅== zzzzn nnn （14）

由式（12）、（14），并利用 1=+ −+ ww ，就可求出

( )znw +=+ 1
2
1

， ( )znw −=− 1
2
1

（15）

此即解一中的式（1）、（2）。
（b）在式（14）中，θ 是 z轴和n�的夹角。 z轴和n�的选取是任意的。完全可以将原来的 z轴作为新的 n�轴，

而原来的n�取作新的 z轴。由此可知：在 1=nσ 的自旋态中， zσ 的平均值仍为 θcos ，即 zn 。再令 zyx ,, 轮换，

即得自旋态 1φ ( )1=nσ 中， n=σ （10）

在 1φ 态下σ 各分量的取值大部分当然均为 1± ，其几率也可估照（a）中计算而写出，即
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1±=xσ 的几率为 ( )xn±1
2
1

（6）

1±=yσ 的几率为 ( )yn±1
2
1

（8）

1±=zσ 的几率为 ( )zn±1
2
1

（3，4）

8.5) 证明 yx
i

x
i zz ee σλσλσ λσλσ ⋅−⋅=− 2sin2cos （λ为常数）[量Ⅱ]

8.7）由两个非全同粒子（自旋均为 2
ℏ ）组成的体系，设粒子间相互作用表为 21 ssAH ⋅= （不考虑轨迹运动）。

设初始时刻（ 0=t ）粒子 1 自旋“向上” ( )211 =zs ，粒子 2 自旋“向下” ( )212 −=zs 。求时刻 ( )0>t 时，

(a) 粒子 1 自旋向上的几率（答： ( )2cos2 At ，取 1=ℏ ）

(b) 粒子 1 和 2 的自旋向上的几率（答：0 ）

(c) 总自旋 s=0 和 1 的几率（答：都是 21 ）

(d) 求和的平均值（答： 02211 ==== yxyx ssss ， Ats z cos
2
1

1 = ， Ats z cos
2
1

2 −= ）。

解：从求体系的自旋波函数入手，由于

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⋅=

2
3

2
2

21 sAssAH （1）

易见总自旋 s是守恒量，所以定态波函数可以选为
2
s 、 zs 的共同本征函数，按照总自旋量子数 s的不同取值，

本征函数和能级为

⎭
⎬
⎫

−==
==

43,,0
,4,,1

000

11

AEs
AEs

sM

χ
χ

（2）

0=t 时，体系的自旋态为

( ) ( ) ( ) ( )00102
1210 χχβαχ +== （3）

因此， 0>t 时波函数为

( ) tiEtiE eet 01
0010 2

1
2

1 −− += χχχ （4）

即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 434 2121
2
12121

2
1 iAtiAt eet αββααββαχ −++= −

( ) ( ) ( ) ( ) 4

2
sin21

2
cos21 iAteAtiAt

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= αββα （4’）

(a）由式（4’）可知，在时刻 t，粒子1自旋“向上”［同时粒子2自旋“向下”，相当于 ( ) ( )21 βα 项］的几率为 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
cos2 At

。
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(b)粒子 1和 2自旋均“向上”［相应于 ( ) ( )21αα ，式（4’）中没有这种项］的几率为0 。这是容易理解的。因为

总自旋 zs 为守恒量，而体系初态 0=zs ，所以任何时刻 zs 必为 0，不可能出现两个粒子均“向上” ( )1=zs 的情

形。

(c)由式（4）可知，总自旋量子数 s取1和0 的几率相等，各为 21 。由于
2
s 守恒，这个几率不随时间改变

(d)利用式（4’）容易算出 1s 和 2s 的平均值为

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

−=−=

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=

====

                   cos
2
1

,cos
2
1

2
sin

2
cos

2
1

      ,0

12

22
1

2211

。Atss

AtAtAts

ssss

tztz

tz

tytxtytx

（5）

第九章 力学量本征值问题的代数解法

9—1） 在 8.2 节式（21）中给出了自旋（ 2
1 ）与轨迹角动量（ l）耦合成总角动量 j的波函数

jljmφ ，这相当于

2
1, 21 === sjlj 的耦合。试由 8.2 节中式（21）写出表 9.1（a）中的 CG 系数 jmmmj 211 2

1

解：8.2 节式（21a）（21b）: ( )21),0(   21 +=≠−= mmllj j

jljmφ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
++

+
=

+1

1
12

1

lm

lm

Yml
Yml

l

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+

+−

−−+=+=

2
1

,
2
1

2
1

,
2
1

2
121,21

j

j

mjj

mjj

Ymj

Ymj

j

mjmlj
（21a）

( )21−= jl

jljmφ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++
−−

−
=

+1112
1

lm

lm

Yml
Yml

l

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++

+−−

+
++

−++=≠−=

2
1

,
2
1

2
1

,
2
1

1

1

22
121),0(   21

j

j

mjj

mjj

Ymj

Ymj

j

mjmllj
（21b）

( )21++ jl

此二式中的 l相当于 CG 系数中的 1j ，而 2
1

2 == sj , 21,~,,~ 21 ±=mmmm j 。

因此，（21a）式可重写为

jm ∑=
2

22112211
m

jmmjmjmjmj
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2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

11111111 −−+= mjjmmjmjjmmj

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
++

+=+=

2
1

2
1

12
21

2
1

2
1

12
21

11

21

1

1

11

21

1

1

21121),21(

mj
j
mj

mj
j
mj

jlja
（21a’）

对照 CG 系数表，可知：当 21121 +=+= jjjj , 212 =m 时 ，

2
1

1

1
11 12

21
2
1

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
=

＋j
mjjmmj

而 2
1

2 −=m 时，

2
1

1

1
11 12

21
2
1

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
=−

＋j
mjjmmj

对于 2121 1 −=−= jlj 的（21b）式，有

2
1

1

1
111 12

21,
2
1

2
1

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
−=−

＋j
mjmjmj

2
1

1

1
111 12

21,
2
1

2
1

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
=−−

＋j
mjmjmj

9－2）设两个全同粒子角动量 21 jjj == ，耦合成总角动量 J，

JMj 2ψ ( ) ( )21
21

21

21 jmjm
mm

JMmjjm ψψ∑= （1）

利用CG系数的对称性，证明

( ) JMj
Jj

JMjp 22
2

12 ψψ −−=

由此证明，无论是 Bose 子或 Fermi 子， J 都必须取偶数

证：由式（1），

JMjp 212ψ ( ) ( )12
21

21

21 jmjm
mm

JMjmjm ψψ∑=

把 21 mm ↔ , ( ) ( )12
12

21

12 jmjm
mm

JMjmjm ψψ∑=

利用CG 系数的对称性 ( ) ( ) ( )21
21

21

1221
2

jmjm
mm

Jj JMmjmj ψψ∑−−=

( ) JMj
Jj

2
2 ψ−−= (2)

对于 Fermi 子， =j 半奇数， =j2 奇数，但要求 ψψ −=12p ，
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即要求 ( ) 12 −=− −Jj
，所以 J 必须为偶数。

12max −= jJ ，（ jJ 2max = 情况，只能构成交换对称态，为什么？）因此

( ) ( ) 0,2,32,12 ⋯−−= jjJ

可验证：态 JMj 2ψ 的总数为 ( )12 +jj 。 [ ( ) ( )1212
12

0
+=+∑

−

=
jjJ

j

J
]。

对于 Bose 子， =j 整数， =j2 偶数，但要求 ψψ =12p

即 ( ) 12 =− −Jj
，故 J 也必须为偶数

0,2,22,2 ⋯−= jjJ

9－3）设原子中有两个价电子，处于 nlE 能级上，按 LS 耦合方案， LLL =+ 21 ， sss =+ 21 ， JsL =+ （总

角动量）

证明： （a） sL + 必为偶数；

（b） sLsLJ −+= ,,⋯ 。当 0=s 时， LJ = （偶）； 1=s 时， 1,,1 −+= LLLJ ， J可以为奇，

也可以为偶。

证： 自旋的耦合： 2
1

21 == ss ，
⎩
⎨
⎧

=
).(0
).(1

反对称，单态

对称，三重态
s

轨迹角动量的耦合： lll == 21 ， .0,1,,12,2 ⋯−= llL

其中 =L 偶是对称态， =L 奇是反对称态，总的波函数（对于交换全部坐标，包括自旋）要求反对称，所以

0=s 时， .0,,22,2 ⋯−= llL

1=s 时， .1,,12,2 ⋯−= llL

在两种情况下， sL + 都为偶数，但

sLsLJ −+= ,,⋯

对于 0=s ， == LJ 偶；

1=s ， 1,,1 −+= LLLJ 。

J 可以为奇，也可以为偶

［讨论本题结论与题 9－2有无矛盾？（按 jj耦合方案，似乎 J 必为偶数）。提示：在本题中，若用 jj耦合来分

析， =j ？是否只有一个 j值？两种耦合方案得出的态数是否相等？］

9－4）大小相等的两个角动量耦合成角动量为0 的态 00jjψ ， 证明 zz jj 21 −= jjj −−= ,,1, ⋯ 的几率却相等，

即 ( )121 +j 。
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提示：利用 ( ) 1200 +−=− − jmjmj mj
（P235，式（23））

证：Dirac 符号表示，有 00jjψ JMjj 21= 00jj= ，

JMJMjj =21 ∑=
1

22112211
m

JMmjmjmjmj （1）

在本题的情况下， jjj == 21 ， 0== MJ ， mmm 令

21 −= 。

则（1）成为 00jj ∑ −−=
m

mjmjmjmj 00 （2）

其中 00mjmj − 即为耦合表象中的态 00jj 用无耦合表象基矢展开时的展开式系数—CG 系数，其模即表示

体系处于 00jj 态时，测得 zj1 取值m（同时 zJ 2 取值 m− ，m取 jjj −− ,,1, ⋯ 各可能值）的几率。

由提示， ( ) 1200 +−=− − jmjmj mj
（3）

12
100           

2

+
=−∴

j
mjmj （4）

即，对于给定的 jjj == 21 所合成的态 00jjψ ， zz jj 21 −= jjj −−= ,,1, ⋯ 的几率与m的具体取值无关，皆为

( )121 +j 。

9－5）设 JJJ =+ 21 ，在 jmjj 21 态下，证明（取 1=ℏ ）

02211 ==== yxyx jjjj ，

( ) ( ) ( )
( )12

111 2211
1 +

+−+++
=

jj
jjjjjjmj z

( ) ( ) ( )
( )12

111 1122
2 +

+−+++
=

jj
jjjjjjmj z zjm 1−=

证：（参剖析，8.68 等）

9－6）在 ( )zLL ,2
表象(以为 lm 基矢)中， 1=l 的子空间的维数为 3，求 xL 在此三维空间中的矩阵表示，再利用

矩阵方法求出 xL 的本征值和本征态

解：在 ( )zLL ,2
表象中， 1=l 的子空间中的基矢为 lm m1= ， 1,0,1 −=m 。由于

( )( ) 11 ±+±=± mjmjmjjmJ ∓

( )( )mjmjjmJmj x −++=+ 1
2
11
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( )( )mjmjjmJmj x ++−=− 1
2
11

( )12
1

−+ += JJJ x 。

对于本题，以上方式中 lj→ ， xx LJ → ， ±± → LJ ， ( )zz LJ →

不难求得

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 01111110011' ====== −−−− xxxxxmmx LLLLLL

( ) ( ) ( ) ( )
2
2

10011010 ==== −− xxxx LLLL 。

∴ xL 在此三维空间中的矩阵表示为［ ( )zLL ,2 表象］

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

010
101
010

2
2

xL （1）

设 xL 的本征值为λ ( )1=ℏ ，本征矢为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=
c
b
a

φ ，则本征方程为

0

2
10

2
1

2
1

0
2

1

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

c

b

a

λ

λ

λ

（2）

此方程有非平庸解的条件为系数行列式等于零，由此可解得本征值： ( ) ,012 =−λλ

1,0,1 −=λ . （3）

将 1=λ 代入（2），可得

0
2
=+− ba ， 0

22
=+− cba ， 0

2
=− cb 。

由此得
2

bca == ，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
∴

1
2

1

2
     b

c
b
a

归一化 ( ) 1121
2

2

=++
b

，取
2

1=b 。

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=∴

1
2

1

2
1     1φ 1~ +=λ （4）

同理，将 1,0 −=λ 分别代入（2），可求得
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=∴

1
2

1

2
1     2φ 0~ =λ ；

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1
2

1

2
1

3φ 1~ −=λ 。

第十章 定态问题的常用近似方法

10－1) 设非简谐振子的 Hamilton 量表为 '
0 HHH +=

22
2

22

0 2
1

2
xu

dx
d

u
H ω+−=

ℏ

3' xH β= （ β 为实常数）

用微扰论求其能量本征值（准到二级近似）和本征函数（准到一级近似）。

解：已知 )0()0(
0 nnn EH ψψ = ， ( )xHeN n

x
nn αψ α 2)0( 22−= ，

( ) ωℏ2
1)0( += nEn ，

ℏ
ω

α
u

=

( ) [ ]11 1
2
1

+− ++= nnn nnxx ψψ
α

ψ

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]222
2 21121

2
1

+− ++++++= nnnn nnnnnxx ψψψ
α

ψ

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )[ ]31133
3 321113321

22
1

++−− ++++++++−−= nnnnn nnnnnnnnnnxx ψψψψ
α

ψ 计算一

级微扰： nnn HE ψψ ')1( = 03 == nn x ψψβ 。

（也可由 ( )∫
+∞

∞−

⋅== dxxxHE nnnn
32')1( βψ 0＝ （奇）直接得出）

计算二级微扰，只有下列四个矩阵元不为0 ：

( )( ) '
,33

3
3 21

22 nnnn Hnnnx −− =−−=
α

β
ψβψ

'
,13

3
1 3

22 nnnn Hnnx −− =⋅=
α

β
ψβψ

( ) '
,13

3
1 113

22 nnnn Hnnx ++ =++⋅=
α
β

ψβψ

( )( )( ) '
,33

3
3 321

22 nnnn Hnnnx ++ =+++⋅=
α

β
ψβψ

计算
2'

knH ：
( )( )

6

22'
,3 8

21
α

β−−
=−

nnnH nn
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6232'
,1 89 αβnH nn =−

6232'
,1 89 αβnH nn =+

( )( )( ) 622'
,3 8321 αβ+++=+ nnnH nn

又 ωℏ3)0(
3

)0( =− −nn EE ， ωℏ=− −
)0(
1

)0(
nn EE ，

ωℏ−=− +
)0(
1

)0(
nn EE ， ωℏ3)0(

3
)0( −=− +nn EE ，

∑ −
++=++=∴

k kn

kn
nnnnnnn EE

H
HEEEEE )0()0(

2'
'')0()2()1()0(      

43

222

8
113030

2
1

ω
β

ω
u

nnn ℏℏ ⋅
++

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

)0(
)0()0(

'
')0()1()0(

k
k kn

kn
nnnn EE

H
ψψψψψ ∑ −

+=+=

( )( ) ( ) ( )( )( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++−+−−+−−−= ++−−

)0(
3

)0(
1

)0(
1

)0(
33

)0( 321
3
1113321

3
1

22 nnnnn nnnnnnnnnn ψψψψ
ωα

β
ψ

ℏ

10－2) 考虑耦合振子， '
0 HHH += 参 书.下册§9.2

( )2
2

2
1

2
2
2

2

2
1

22

0 2
1

2
xxu

xxu
H ++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−= ω
ℏ

21
' xxH λ−= （λ为实常数，刻画耦合强度）

（a）求出 0H 的本征值及能级简并度。

（b）以第一激发态为例，用简并微扰论计算
'H 对能级的影响（一级近似）。

（c）严格求解H的本征值，并与微扰论计算结果比较，进行讨论。

提示：作坐标变换，令 ( )ηξ +=
2
1

1x ， ( )ηξ −=
2
1

2x ，则H可化为两个独立的谐振子， ηξ , 称为简正坐标。

解：（a） 0H 的本征函数和本征值可分别表为

( ) ( ) ( )2121 2121
, xxxx nnnn ψψψ = （1）

ωω ℏℏ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
1

2
1

2121
nnE nn

( ) ωℏ121 ++= nn ， ⋯,2,1,0, 21 =nn （2）

令 21 nnN += （3）
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则能量表示式可改为 ( ) ωℏ1+= NEN ， ⋯,2,1,0=N （4）

由式（3）可以看出，对于 0≠N 情况。能级是简并的，简并度为 ( )1+N 。

（b） 1=N 为第一激态（基态 0=N ），能级为二重简并，

能量本征值为 ωℏ21 =E

相应的本征函数为 ( ) ( )2110 xx ψψ 与 ( ) ( )2011 xx ψψ （或考虑它们的线形迭加），分别记为 ( )211 , xxf 和 ( )211 , xxf 。

利用

[ ]11 1
2
1

+− ++= nnn nnx ψψ
α

ψ

不难得出： 02211 ==WW

2112 WW = ( )2211 , fxxf−= ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2022111110 ,, xxxxxx ψψψψ−=

ωα u22
1

2

ℏ
−=−= （实） （5）

代入方程 0det )1( =− uvuv EW δ

得 0
2

2
)1(

)1(

=
−−

−−

Eu

uE

ω

ω
ℏ

ℏ

解之，得 ωuE 2
)1( ℏ±=±

因此，原来二重简并的能级 1E 变成两条，能量分别为

ω
λω uE 22 ℏℏ ±=± （6）

能级简并被解除，类似还可求出其他能级的分裂，如图所示。

（c）严格求解如下：

令 ( )ηξ +=
2
1

1x ， ( )ηξ −=
2
1

2x （7）

其逆变换为 ( )212
1 xx＋=ξ ， ( )212

1 xx－=η （7’）

易证：

( )
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

−=

2 2

22

2
2

2

2
1

2

22
21

222
1

2
1

         2
           

ηξ

ηξ
ηξ

xx

xx
xx ＋＝＋

（8）

因此，S.eq: ( ) ψψλωψ Exxxxu
xxu

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

− 21
2
2

2
1

2
2
2

2

2
1

22

2
1

2
ℏ

（9）
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变为 ( ) ( ) ψψηξ
λ

ηξω
ηξ

Eu
u

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

− 22
2

222
2

222

22
1

2
ℏ

（10）

令 22
1

222

2
1

22
1

ξωξ
λ

ξω uu =− ， 22
2

222

2
1

22
1

ηωη
λ

ηω uu =+

即
( )
( )2222

2

2222
1

1

1

ωλωλωω

ωλωλωω

uu
uu

+=+=

−=−=
（11）

于是方程（10）变为

ψψηω
η

ξω
ξ

Eu
u

u
u

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

− 2
2

22
22

22
2

1

22

2
1

22
1

2
ℏℏ

（12）

是二彼此独立的谐振子，所以可以取

( ) ( )ηψξψψ
21 nn=

( ) ( ) 2
1

2
1

1

1 22
1

111 !2
ξαξα

π
α

ξψ −

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅⋅
= eH

n nnn ，
ℏ

1
1

ω
α

u
=

( ) ( ) 2
2

2
1

2

2 22
2

212 !2
ηαηα

π
α

ξψ −

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅⋅
= eH

n nnn ，
ℏ

2
2

ω
α

u
= （13）

相应的能量为

2211 2
1

2
1

21
ωω ℏℏ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += nnE nn

⋯,2,1,0, 21 =nn （13）

当
2ωλ u<< 时，由（11）式，得

( ) ( )
( ) ( )22

12
2

22
12

1

211

211

ωλωωλωω

ωλωωλωω

uu

uu

+≈+=

−≈−=

此时 ( )
ω

λ
ω

u
nnnnE nn 22

1
2
1

122121

ℏℏ −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++≈

( ) ( )
ω

λ
ω

u
nnN

2
1 12

ℏℏ −++= （14）

1=N （第一激发态）的情况下，可有 ( ) ( )0,1, 21 =nn 与 ( )1,0 两种情况（二简并态），相应的能量分别为

ω
λ

ω
u

E
2

210
ℏℏ −= ，

ω
λ

ω
u

E
2

201
ℏℏ +=

能级分裂
ω
λ
u

EEE
ℏ

=−=∆ 1001

与微扰论计算结果一致。

10－3) 一维无限深势阱 ( )ax <<0 中的粒子，受到微扰
'H 作用
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( ) ( )⎩
⎨
⎧

<<−
<<

=
axaax

axax
xH

2   ,12
20           ,2'

λ
λ

求基态能量的一级修正。

解：一维无限深势阱的能量本征值及本征函数为

2

222
)0(

2ua
nEn

ℏπ
= ，

a
xn

an
π

ψ sin2)0( = ， ⋯,3,2,1=n

基态 2

22
)0(

1 2ua
E ℏπ

= ，
a
x

a
π

ψ sin2)0(
1 = ，

基态能量的一级修正为

( ) ( )∫ ⋅==
a

dxxHxHE
0

'2
1

'
11

)1(
1 ψ

∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅+⋅=

a

a

a
dx

a
x

a
x

a
dx

a
x

a
x

a 2

22

0

2 12sin22sin2
λ

πλπ

作变换
a
xu π

= ，
π
aux = ， duadx

π
= ；

a
xv π

π −= ，
π
avax −= ， dvadx

π
−

= 。

代入上式完成积分，

( )∫∫ ⋅−−⋅=
0

2

2
2

2

0

2
2

)1(
1 sin4sin4

π

π
π

π
λ

π
λ vdvvuduuE

∫ ⋅=
2

0

2
2 sin8 π

π
λ uduu λ

π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 2

2
2
1

。

10－4) 实际原子核不是一个点电荷，它具有一定大小，可近似视为半径为 R的均匀分

球体它产生的电势为

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
ar

r
Ze

Rr
R
r

R
Ze

r
,

,
2
1

2
3

2

2

φ

Ze为核电荷，试把非点电荷效应看成微扰，

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

<+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

ar

Rr
R
Ze

R
r

R
Ze

H
,                     0

,
2
1

2
3 2

2

22

'

计算原子的 s1 能级的一级微扰修正。

解：.类氢离子中 s1 轨迹电子波函数为

aZr
s e

a
Z −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
1

3

3

1 π
ψ

a为波尔半径， s1 能级的微扰论一级修正为

sss HE 1
'

1
)1(

1 ψψ= ∫ ⋅=
R

s drrH
0

2'2
1 4πψ



59

由于核半径 R远小于原子半径 Za ，积分时可取

12 ≈− aZre

从而求出 )1(
1sE ∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+≈

R
dr

R
r

R
rr

a
eZ

0

2

3

4

3

24

2
3

2
4 2)0(

1

2

3

224

5
4

5
2

sEa
ZR

a
ReZ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

其中
a
eZE s 2

22
)0(

1 −=

为类氢离子的基态能级。

10－5) 设氢原子处 3=n 能级，求它的 Stark 分裂。

提示：参阅 10.2 节中例 1。注意 3=n 能级简并度为 9，考虑到微扰 ZeH ε='
相应的选择定则，此 9 维空间可以

分解为若干个不变子空间。

解：加电场前，能级共对应有 9 个状态。零级波函数形式为

( ) ( )ϕθψ ,lmnlnlm YrR= （1）

3=n 的 9 个态分别记为：

,300,310,320 321 === ψψψ ( )0=m ； 311,321 54 == ψψ ， ( )1=m ；

,131,132 76 −=−= ψψ ( )1−=m ； ,3228 =ψ ( )2=m ； 3229 =ψ ( )2−=m ； （2）

视外电场为微扰，微扰作用势

θεεε cos' reZereH ==⋅= （3）

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

⋅
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
=

−

−

−

ar

ar

ar

e
a
r

a
r

a
R

e
a
r

a
r

a
R

e
a
r

a
R

3
2

2
330

3
2

2
331

3
2

2
332

27
2

3
21

33

2

  
6

1
627

8

               
3081

4

（4）

将 'H 写成 W
a
raeH λθε =⋅= cos' ， θcos

a
rW = 。 （5）

由于 [ ] 0,' =zLH ，所以 'H 作用于 nlmψ 的结果，磁量子数m不变。又因为

mlmlmllmlm YaYaY ,1,1,1cos −−+ +=θ （6）

( )
( )( )

2
1

22

3212
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++
−+

=
ll
mlalm （6’）

'H 作用于 nlmψ ，量子数 l将改变 1± 。因此在计算微扰矩阵元 uvW 中，只有 2112 WW = ， 3223 WW = ， 5445 WW = ，

7667 WW = 不为零。
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先算径向积分：

5
2
9

0

2
3132 −=⋅⋅∫

∞
drrR

a
rR ， 29

0

2
3031 −=⋅⋅∫

∞
drrR

a
rR

再求出： 332112 −==WW ， 633223 −==WW ，

2
9

5445 −==WW ，
2
9

7667 −==WW 。

再代入方程 0det )1( =− uvuv EW δ ，得

0

00000000
00000000
002900000
002900000
000029000
000029000
000000630
0000006333
000000033

{
  

2
{

    2

1

1

0

)1(

)1(

)1(

)1(

)1(

)1(

)1(

)1(

)1(

{
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{
=

−
−

−−
−−

−−
−−

−−
−−−

−−

−=
=

−=

=

=

E
E

E
E

E
E

E
E

E

m
m

m

m

m

即

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 0299
222)1(22)1(3)1( =−− EEE

aeaeaeE εεε 9,
2
9,

2
9,0,0,0       )1(

3 ±±±=∴ 。

（由 0
630

6333
033

)1(

)1(

)1(

=
−−
−−−

−−

E
E

E
，解得 9,9,0)1( −=E ）

（由 0
29

29
)1(

)1(

=
−−
−−
E

E
，解得 29,29)1( −=E ）

结果， 3=n 的能级分裂成五条：

aeEE ε9)0(
331 −= ， aeEE ε

2
9)0(

332 −= ， )0(
333 EE = ， aeEE ε

2
9)0(

334 += ， aeEE ε9)0(
335 += 。

10－6) 设 '
0 HHH += ，

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

)0(
2

)0(
1

0 0
0
E

E
H ， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ab
ba

H '
（ ba, 为实数）

用微扰论求解能级修正（准到二级近似），并与严格解（把H矩阵对角化）比较。

解：（1）由
'H 表达式可见，微扰哈密顿的矩阵元为

aHH == '
22

'
11 ， bHH == '

21
'
12

代入能量的微扰论二级近似公式
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∑ −
++=

k kn

kn
nnnn EE

H
HEE )0()0(

2'
'')0(

得 )0(
1

)0(
2

2
)0(

11 EE
baEE
−

−+= ， )0(
1

)0(
2

2
)0(

22 EE
baEE
−

++=

（2）直接求能量。设H的本征矢为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β
α

，对应的本征值为E，则本征方程为
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⎠

⎞
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⎝
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βα , 有非零解的条件为

0
)0(

2

)0(
1 =

−+
−+

EaEb
bEaE

即 ( )( ) 02)0(
2

)0(
1 =−−+−+ bEaEEaE

这是关于 ( )Ea − 的二次方程，其解为
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⎥
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⎢
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⎦
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bEEEE
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⎦
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⎡
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EE
bEEEE

以上的近似符合定态微扰论的要求， 1)0(
1

)0(
2

<
− EE
b

，

即微扰矩阵元小于能级差。上式分开±号再写一步，得能级的二级近似

)0(
1

)0(
2

2
)0(

11 EE
baEE
−

−+= ， )0(
1

)0(
2

2
)0(

22 EE
baEE
−

++=

这与（1）中用微扰论公式求得的结果完全一致。

10－7) 对于一维谐振子，取基态试探波函数形式为
2xe λ−
，λ为参数，用变分法求基态能量，并与严格解比较。
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解：设基态波函数
2xCe λψ −= ，归一化，得

1
2

2
1

2222 22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== ∫∫

∞

∞−
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2       xe λ

π
λ

ψ −⎟
⎠
⎞

⎜
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⎛=∴ 。

( ) 22
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u
xH ω+−=

ℏ

( ) ∫
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= dxHE ψψλ * ∫
+∞
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e xx 22 22
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( ) ⎥
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⎢
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⎡
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⎞

⎜
⎝
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1212 λλ ωλ
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λ ℏ

λ
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22 u
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（1）

由
( ) 0

82 2

22

=−=
∂

∂
λ
ω

λ
λ u

u
E ℏ

， 得
ℏ2
ω

λ
u

±=

考虑 ( )xψ 在 ∞→x 处要求有限的条件，取 2

2
1

2
α

ω
λ ==

ℏ
u

（2）

代入式（1），得谐振子（一维）基态能量

ωℏ
2
1

0 =E

与严格解求得的结果完全一致。

10－8) 对于非谐振子， 4
2

22

2
x

dx
d

u
H λ+−=

ℏ
，取试探波函数为

( ) 2

4
10

22xex α

π

α
ψ −=

（与谐振子基态波函数形式相同），α 为参数，用变分法求基态能量。

解： ∫
+∞

∞−

−= dx
dx
d

u
T 02

2
*
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2
ψψ

ℏ ( )∫
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− −= dxxe
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x 22
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∫
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= dxxV 2
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∞−

−= dxex x22
4 α

π
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3
α
λ

= （2）

( ) 4
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4
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4 α
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α +=+=
u

VTE ℏ
（3）
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由
( ) 0=

∂
∂
α
αE

，得 03
2 5

2

=−
α
λα

u
ℏ

，

解得 ( ) 3
122 6 ℏλα u= （4）

代入（3），得基态能量 3
13

2
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0 24
33

λ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

u
E ℏ

（5）

10－9) 氢原子基态试探波函数取为 ( )2are λ− ， 2

2

ue
a ℏ
= （Bohr 半径），λ为参数，用变分法求基态能量，并与

严格解比较。

解：

10－10) 设在氘核中的质子与中子的相互作用表成 ( ) arAerV −−= ，（ maMevA 15102.2,32 −×== ）。

设质子与中子相对运动波函取为
are 2λ−
，λ为变分参数，用变分法计算氘核得基态能量。

解：取
arNe 2λψ −= ， （1）

归一化， 14
0

222 == ∫∫
∞ − drreNd arλπτψ ，

得
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（3）

其中u为质子－中子体系的约化质量，即

245.469 cMev
mm
mm

u
p

p =
+

=

由极值条件 0=
∂
∂
λ
E

，求得λ最佳值满足的方程：

( ) Aua 2

2

4 121
ℏ

=
+ λ
λ

（4）
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给定了上式右端各参数值之后，可用数值法求出λ的最佳值，相应的 ( )λE 最小值可以表成

( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−= λλ 1

3
1

2
1

4
2

2

2

ua
E ℏ

（5）

式（4）中，
( ) 04531.0

1212 22

2

2

2

==
Aauc

c
Aua

ℏℏ

由式（4）求得λ最佳值为 326.1=λ （6）
代入（5）式，即得 MevE 15.2−= （7）
氘核基态能级的实验值为 MevE 23.2−= ，二者相差约 6.3 % 。

式（1）作为基态波函数的近似表达式，虽不十分准确，但简明易算。例如，由式（1）易得基态最可几半径为

)( 26.320 fmar == λ [ mfm 1510: − ] （8）

和公认的数值基本一致。最可几半径由径向几率密度的极值条件决定，即满足

( ) 0
0

22 =
=rr

r
dr
d

ψ （9）

由式（1）还可求出基态平均半径为

)(  89.432 fmadrr === ∫ λτψ （10）

第十一章 量子跃迁

11—1）荷电 q的离子在平衡位置附近作小振动（简谐振动）。受到光照射而发生跃迁。设照射光的能量密度为

( )ωρ ，波长较长。求：（a）跃迁选择定则；（b）设离子原来处于基态，求每秒跃迁到第一激发态的几率。

11—2）氢原子处于基态。收到脉冲电场的作用 ( ) ( )tt δεε 0= 。使用微扰论计算它跃迁到各激发态的几率以及仍

然处于基态的几率（取 0ε 沿 z轴方向来计算）。

解：令 ( ) ( ) ( )∑ −=
n

tiE
nn

nertCtr ℏψψ , （6）

初始条件（5）亦即 ( ) 10 nnC δ=− （5）

用式（6）代入式（4），但微扰项 ψ'H 中ψ 取初值 1ψ （这是微扰论的实质性要点！）即得

( )tzeHe
dt
dCi

n

tiEn
n

n δψεψψ 101
' ==∑ − ℏℏ

以 *
nψ 左乘上式两端并全空间积分，得

( ) ℏℏ tiE
n

n netze
dt
dC

i −= δε 10

再对τ 积分，由 00 >→= − tt ，即得

( ) 1
0

nn z
i
etC
ℏ
ε

= ( )1≠n （7）
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因此 0>t 时（即脉冲电场作用后）电子已跃迁到 nψ 态的几率为[可直接代入 P291 式（23）、P321 式（15）而得

下式]

( ) 2
1

2
02

nnn zetCP ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==
ℏ
ε

（8）

根据选择定则 ( )0,1 =∆=∆ ml ，终态量子数必须是

( ) ( )10nnlm =

即电子只能跃迁到各 np态 ( )1=l ，而且磁量子数 0=m 。

跃迁到各激发态的几率总和为

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑∑∑

n
n

n
n

n
n zzezeP 2

11
2

1

2
02

1
'

2
0'

ℏℏ
εε

（9）

其中 01111 == ψψ zz （ z        ∵ 为奇宇称）

∑∑ =
n

nn
n

n zzz 11
2

1 ψψψψ 2
1

2
11

2
1 3

1 arz === ψψψψ （10）

a为 Bohr 半径，代入式（9）即得

2
0' ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∑ ℏ

aeP
n

n
ε

（11）

电场作用后电子仍留在基态的几率为

2
0' 11 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−∑ ℏ

aeP
n

n
ε

（12）

11—3）考虑一个二能级体系，Hamilton 量 0H 表为（能量表象）

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1
0 0

0
E

E
H , 21 EE < ,

设 0=t 时刻体系处于基态，后受微扰
'H 作用，

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

βγ
γα'H ,

求 t时刻体系处于激发态的几率。

解： 0≥t 时，体系 '
0 HHH += ，其矩阵表示（ 0H 表象）为

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
=+=

βγ
γα

2

1'
0 E

E
HHH （1）

设H的本征函数为
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒+=

2

1
2211 C

C
CCE ψψψ （2）

代入本征方程 EE EH ψψ = （3）

得到

( )
( )⎩

⎨
⎧

=−++
=+−+

0
0

221

211

CEEC
CCEE

βγ
γα

（4）

上式存在非平庸解的条件为

( )( ) 02
21

2

1 =−−+−+=
−+

−+
γβα

βγ
γα

EEEE
EE

EE

由此解出 ( ) ±=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−−+±+++= EEEEEE 22

1221 4
2
1

γαββα （5）

令
ℏ
α

ω
+

= 1
1

E
，

ℏ
β

ω
+

= 2
2

E
， 12 ωωω −= （6）

式（5）可以写成 [ ]222
21 4

2
ℏℏ

γωωω +±+=±E （5’）

当 += EE ，由式（4）求得

( ) 1
222

2 4
2

CC ℏℏ
γωω

γ
++=

取 11 =C ，即得相应的能量本征函数（未归一化）为

( ) 2
222

1 4
2

ψγωω
γ

ψψ ℏℏ
+++=

+E
（7）

当 −= EE ，类似可求得

( ) 2
222

1 4
2

ψγωω
γ

ψψ ℏℏ
+−+=

−E
（8）

0=t 时，体系的初始状态为

( )
−+ Ω

+Ω
+

Ω
−Ω

=== EEt ψ
ω

ψ
ω

ψψ
22

0 1 （9）

其中
222 4 ℏγω +=Ω （10）

因此 0≥t 时波函数为

( ) ℏℏ tiE
E

tiE
E eet −

−

+

+

−−

Ω
+Ω

+
Ω
−Ω

= ψ
ω

ψ
ω

ψ
22

（11）

以式（5’）、（7）、（8）代入上式，即得

( ) ( ) ( )titi

etietitt 2121 2
2

2
1 2

sin2
2

sin
2

cos
ωωωω

ω
γ

ψ
ω

ψψ
+−+−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Ω
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Ω

Ω
+

Ω
=

ℏ
（12）
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体系处于 2ψ 态的几率为

( )
2

sin2 2
2

2

2
tt Ω

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
Ω

=
ℏ
γ

ψψ （13）

11—4）自旋为 21 的粒子，磁矩为u，处于沿 z轴方向的常磁场 0B 中，初始时刻粒子自旋向下 ( )1−=zσ 。后来

加上沿 x轴方向的常磁场 1B ( )0B<< 。求 t时刻粒子测得自旋向上的几率。（磁矩算符 σuu = ，与外磁场的的

作用 ( ).01
'

zx BBBuH σσµ +−=⋅−= ）

解：粒子的磁矩算符可表示成 σuu = （1）

σ 为泡利算符，磁场对粒子的作用势为

( ).01
'

zx BBBuH σσµ +−=⋅−= （2）

在 zσ 表象中，H的矩阵表示为

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

01

10
01 10

01
01
10

BB
BB

uuBuBH （2’）

以下求H的本征值和本征函数，设本征函数为

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1
21 1

0
0
1

C
C

CCψ （3）

本征方程为 ψψ EH = ，则

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
2

1

2

1

01

10

C
C

E
C
C

BB
BB

u （4）

能级方程为

( ) 0det
01

10 =
−

+
=−

uBEuB
uBuBE

HE （5）

令 00 ωℏ=uB ， 11 ωℏ=uB ， ωωω =+ 2
1

2
0 （6）

由式（5）容易解出 ωℏ±=E （7）
将 E之值代回式（4），即可求出如下本征函数：

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

−
=

+
−=

−==

−+
0

1

0

1

0

1

2

1

0

1

2

1

ωω
ω

ψ
ωω

ω
ψ

ωω
ω

ωω
ω

ωω

C
C

C
C

EE ℏℏ

（8）

注意，这两个本征函数并未归一化。
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将 0=t 时的初始波函数按能量本征函数展开，

( ) ( )−+ +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ψψ

ω
ψ

2
1

1
0

0t （9）

因此， 0>t 时波函数

( ) ( )titi eet ωω ψψ
ω

ψ −
−

+ +=
2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
0

sincos
0
1

sin 01 titti ω
ω
ω

ωω
ω
ω

（10）

注意 ( )tψ 满足归一化条件 ( ) ( ) 1=tt ψψ

在时刻 0>t ，测得粒子自旋“向上” ( )1=zσ 的几率为

( ) ttiP z ω
ω
ω

ω
ω
ω

σ 2
2

2
1

2
1 sinsin1 ===

2
2

1
2
02

1
2
0

2
1 sin ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
= tBBu

BB
B

ℏ
（11）

本题可以视为 11—3）题的一个实例。

第十二章 散射

12－1)对低能粒子散射，设只考虑 s波和 p波，写出散射截面的一般形式。

解： ( ) ( ) ( )
2

0
2 cossin121 ∑

∞

=

+=
l

ll
i Pel

k
l θδθσ δ

只考虑 s波和 p波，则只取 1,0=l ，于是

( ) ( ) ( ) 2

11002 cossin3cossin1
10 θδθδθσ δδ PePe

k
ii +=

( ) 1cos0 =θP ， ( ) ,coscos1 θθ =P 代入上式，得

( ) 2

102 cossin3sin1
10 θδδθσ δδ ii ee

k
+=

( ) 22
1

2
10100

2
2 cossin9coscoscossin6sin1

θδθδδδδδ +−+=
k

22
2102 coscos1

θθ AAA
k

++=

其中 0
2

0 sin δ=A ， ( )10101 coscossin6 δδδδ −=A ， 1
2

2 sin9 δ=A 。

12－2)用波恩近似法计算如下势散射的微分截面：

（a） ( )
⎩
⎨
⎧

>
<−

=
.,0
;,0

ar
arV

rV

（b） ( ) 2

0
reVrV α−=
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（c） ( ) r
erV

αγ
κ

−
=

（d） ( ) ( ).rrV γδ=

解：本题的势场皆为中心势场，故有

( ) ( )∫
∞

−=
0

''''
2 sin2 drqrrVr
q
uf
ℏ

θ ，
2

sin2 θkq = （1）

( ) ( ) ( )
2

0

''''
24

2
2 sin4

∫
∞

== drqrrVr
q
uf
ℏ

θθσ （1）

（a） ( ) ( )qaqaqa
q
VdrqrVr

a
cossinsin 2

0

0

''
0

' −−=−∫

( ) ( )2
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2
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4

              qaqaqa
q
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−=∴
ℏ

θσ

（b） ( )∫∫
∞ −−∞ − −=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

0

''0

0

''
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' ''2'2'
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i
VdrqreVr iqriqrrr αα

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
−= ∫∫

∞ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−∞ −⎟

⎠
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⎛ −−
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⎥
⎥
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⎢
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⎡
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∞ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−∞ ⎟

⎠
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⎜
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⎛ −−

−

0
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0

'2'40
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'

2
'

2

2
drerdrere

i
V iqriqr

q α
α

α
α

α

[ ]21
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2
IIe

i
V q −= − α

（3）

其中 1I ∫
∞ ⎟
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⎜
⎝
⎛ −−

=
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2
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drer
iqr
α

α ( ) ∫∫
∞ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
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⎠
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iqriqr
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α
α

α

α
α

∫∫
∞ −∞ − +=
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ξ

α
ξξ αξαξ deiqde

2
3

42
1

α

π
α

iq
+= （4）

类似地可求得 2I ∫
∞ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

=
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'2'

2
'

drer
iqr
α

α

2
3

42
1

α

π
α

iq
−= （5）

（4）、（5）代入（3），得

ααα

α

π

α

π 4

2
3

0

2
3

40

0

''
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' 222'

422
sin qqr eqViqe

i
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛∫ （6）

代入（2），得

( ) α

α
π

θσ 2
34

2
0

2
2

4
qeVu −=

ℏ
（7）
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（c） Idrqredrqrr
er rr

==⎟
⎠
⎞
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⎛ ∫∫

∞ −∞ −

0

''
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''

αα
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∞ −−=
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sin rdeqr α
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drqreqeqr rr αα
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⎝
⎛−=

0

' '

cos1 rdeqrq α

αα
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∞

−
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''
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'
2 sincos

''

drqreqeqrq rr αα

α
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−−= Iqq
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κ 12

由此解得 =I 220
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'

' sin
'

q
qdrqrr

er
r

+
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛∫

∞ −

α
κ

κ
α

（8）

代入（2），解得 ( )
( )2224

222

2224

2 44
q

u
q

q
q
u

+
=

+
=

α

κ
α

κ
θσ

ℏℏ
（9）

将 ( ) ( ).rrV γδ= 代入§12.3.2 式（18），

( ) ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−= ⋅− ''3

2

'

2
, rVerduf rqi

ℏπ
ϕθ ，得

( ) ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−= ⋅− ''3

2

'

2
, rerduf rqi γδ

π
ϕθ

ℏ 22 ℏπ
γu

−=

( ) =∴ θσ        ( ) 42

22
2

2
,

ℏπ
γ

ϕθ
uf = （10）

可见， ( )θσ 与 ϕθ , 均无关，是各项同性的， =σ 4

22

ℏπ
γu

。

12－3)计算低能粒子散射截面（只考虑 波），设粒子自旋为 21 ，相互作用为

( )
⎩
⎨
⎧

>
≤⋅

=
ar
arV

rV
,0

,210 σσ ��
�

（1）

,00 >V 入射粒子和靶粒子均未极化。

提示：计及粒子的全同性，对于 s态（ 0=l ，空间波函数对称），两粒子自旋之和必为 0=s （单态），所以

( )
⎩
⎨
⎧

>
≤−

=
ar
arV

rV
,0

,3 0
（1’）

解：自旋为 21 的二全同粒子体系的总波函数必须是交换反对称的， s波（ 0=l ）波函数是两粒子空间坐标的对

称函数，所以自旋波函数必须是反对称的，即为自旋单态，因此，体系总自旋为0 ， 321 −=⋅σσ ��

亦即，对于低能 s波散射，式（1）等价于球方势阱



71

( )
⎩
⎨
⎧

>
≤−

=
ar
arV

rV
,0

,3 0
（1’）

在质心系中， s波空间波函数可以写成

( ) ( ) rrur =ψ （2）

其中 r为两粒子的相对距离，即 0,21 →−= Errr 时。径向方程为

( ) 0
2

"
2

=+− urVu
u
ℏ

（3）

亦即

aru
aruku

>=

≤=+

,0

,0
"

2
0

"

( )0→E （3’）

其中 ℏℏ 000 36 mVuVk == （4）

m为粒子质量， 2m=µ 为两粒子体系的约化质量。

方程（3’）满足边界条件 ( ) 00 =u 的解为

( )
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

≤
= ar

a
rC

arrkA
ru ,1

,sin

0

0

（5）

其中 0a 为散射密度（待定）， ( )0a− 即散射振幅，利用 ar = 处 uu ' 的连续条件，求得

0a ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= 1

tan

0

0

ak
aka （6）

( ) 0af −=θ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 1

tan

0

0

ak
aka （7）

由于是全同粒子散射， s波微分截面为

( )θσ ( ) ( ) 2
0

2 4aff =−+= θπθ （8）

总截面（自旋单态， s波）为

( ) 2
0164 at πθπσσ == （9）

考虑到入射粒子和靶粒子都是未极化的，自旋指向取随机分布，两粒子形成自旋单态 ( )0=s 的几率为 4
1 ，形成

自旋三重态 ( )1=s 的几率为 4
3 ，后若对 s波散射无贡献。因此，有效的总截面为

2

0

022
0 1

tan
44

4
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−===

ak
akaat ππσσ有效 （10）

在不发生共振散射的条件下，散射振幅和散射截面均和入射能量无关，这是低能散射的特点。
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共振散射的条件为 ±∞→0a ，亦即（参考式（6））

⋯,
2

5,
2

3,
20

πππ
=ak （11）

这正是势阱的“阱口”出现束缚能级 ( )−= 0E 的条件，这时式（9）和（10）应改为

mEuEk
f

c
t

22

2
2 3281616 ℏℏ πππ

πσ ==== （12）

mEt

28
4
1 ℏπ
σσ ==有效

其中E为实验室坐标系中入射中子动能， 2EEc = 为质心系中总动能， ukEc 222ℏ= 。


