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摘 要 

 

 
科学和工程中的很多优化问题都是多目标问题，因此，对其进行

研究非常具有实际意义和科研价值。多目标优化问题中各目标之间往

往相互制约，对其中一个目标优化必须以其它目标作为代价。80 年

代中期以来，进化算法开始应用于该问题，并行成了最近的一个热门

领域，对多目标进化算法的研究也是近年来求解多目标优化的重点。 
本文首先对多目标优化问题的一般定义、Pareto 最优解集和

Pareto 最优边界等进行了讨论，对多目标优化进化算法的国内外研究

现状进行了回顾，然后提出了两种多目标优化进化算法，并将多目标

优化的思想用来求解约束优化问题。主要内容如下： 
1、将多目标属性决策方法中的 ELECTRE 法引入到多目标优化

进化算法中，提出了一种新的多目标优化算法。构造出一种新的超序

关系对个体进行排序，并证明了该超序关系比 Pareto 优劣关系弱，利

用此超序关系能增加进化过程中的选择压，加快收敛速度。通过数据

试验，表明算法能很好地收敛到 Pareto 最优，有效保持解的多样性。 
2、提出了一种基于差异进化的多目标优化算法，利用ε 优超关

系来保存进化中的非劣个体 ，并对ε -MOEA 算法中个体存档准则进

行了改进。将ε -水平比较准则引入到算法中，通过对一系列标准的测

试函数进行实验，实验结果表明该算法在保持解集分布性和收敛性方

面非常有效。 
3、将多目标优化思想引入到约束优化中，提出了非劣个体替换

准则。为了有效利用不可行解，提出了一种不可行解保存和替换机制，

对 6 个测试函数进行了测试，测试结果表明该算法优于其它算法。 
最后，提出了多目标进化算法中值得进一步研究的问题。 

 

关键词 多目标进化算法, 约束优化, ELECTRE 法, 差异进化 
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ABSTRACT 
 

Many optimization problems encountered in the disciplines of 
science and engineering are multi-objective problems (MOPs), therefore, 
to do research on MOPs has a great value. Evolutionary algorithms of 
Artificial Intelligence were initially applied to those problems from the 
mid-eighties. Thus a popular area of research has formed recently. 
Research on multiobjective evolutionary algorithms for multiobjective 
optimization problems is still very important 

This dissertation is starts with the discussions of general definition 
of multi-objective optimal problem, Pareto optimal Solutions, Pareto 
optimal Front and reviewing the advances of MOEAs(Multi-Objective 
Optimization Evolutionary Algorithms) at home and abroad. Then, two 
MOEAs and one COPs(Constrained Optimization Problems) based on 
Multi-objective optimization are proposed by author. The main 
contribution and work are described as following: 

1、Proposed a new mutiobjective evolutionary algorithm. based  on  
ELECTRE method. The proposed algorithm uses a secondary population 
in order to retain the non-dominated solutions found during the 
evolutionary process and adopts the same fitness assignment strategy as 
SPEA-II to get well distributed solutions. Additionally, a novel 
outranking relationship is constructed, and proved to be weaker than 
Pareto dominance relation. Experiment results show that this algorithm 
can converge to true Pareto Front well and effectively maintain diversity 
of the solutions. 

2、Investigate a new multi-objective evolutionary algorithm based on 
differential evolution. The proposed approach adopts a secondary 
population in order to retain the non-dominated solutions found during 
the evolutionary process. Additionally, the approach also incorporates the 
concept of ε -dominance to get a good distribution of the solutions 
retained. We adopted standard test functions and performance measures 
reported in the specialized literature to validate our proposal. Our results 
are compared with respect to two approaches that are representative of the 
state-of-the-art in the area: the NSGA-II and ε -MOEA. 
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3 、 Incorporated the idea of mulitobjective optimization into 
Constrained Optimization problems. Proposed the non-dominated 
individual replacement scheme. Additionally an infeasible solutions 
archiving and replacement mechanism is introduced to effectively exploit 
infeasible solutions. The algorithm is tested on six benchmark functions, 
and the result shows that this algorithm is outperforms others compared 
with some other state-of-the-art algorithms. 

 
Finally, this dissertation points out some directions that are worthy to 

be researched further in this area. 
 

 
Keywords  multi-objective optimization evolutionary algorithm, 
constrained optimization, ELECTRE method, differential evolution 
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第一章 绪论 

 
 

1.1 多目标优化概述 

在实际应用中，人们经常遇到需要使多个目标在给定区域上均尽可能最佳

的优化问题。例如在设计新产品时，既要考虑使产品具有较好的性能，又要考

虑使其制造成本最低，同时还要考虑产品的可制造性、可靠性、可维修性等，

这些设计目标的改善可能相互抵触，譬如好的可维修性会引起可靠性的降低，

因此须在这些设计目标之间取一折衷结果。再如投资问题，一般希望所投入的

资金量少，风险最小，且所获得的收益最大。这种多于一个的数值目标在给定

区域上的最优化问题一般就称为多目标优化问题(MOPs: Multiobjective 

Optimization Problems)[1]。多目标有时也称多准则、多属性或多指标，目标

分为总目标和子目标，这里所谓的多目标优化是指对多个子目标同时实施最优

化。这些实际问题非常复杂、困难，要很好地解决这类优化问题需要科研人员

投入更多的精力。因此，解决多目标优化问题是一个非常有实际意义和科研价

值的课题。 

1.2 进化算法及多目标进化算法 

进化算法 EA:（Evolutionary Algorithm）是一种模拟自然进化过程的随机优

化方法。EAs 的起源可追溯到 50 年代末 70 年代以来产生了几种进化方法如：

遗传算法 GA:（Genetic Algorithm）、进化规划 EP:（Evolutionary Programming）、

和进化策略 ES:（Evolution Strategy）。进化算法是模拟由个体组成的群体的集

体学习过程，其中每个个体表示给定问题搜索空间中的一点，进化算法从任一

初始的群体出发，通过随机选择（在某些算法中是确定的）变异和交叉（有时

被完全省去）过程使群体进化到搜索空间中越来越好的区域[2,3]。 

差异进化算法由 Storn 和 Price[4]提出，它是一种基于种群的随机搜索算

法，对实数值、多模式目标函数优化具有很好的寻优效果。差异进化算法的特

征是：简单，高效，采用浮点数编码而非二进制编码，对初始值无要求，收敛

速度快，适合求解非线性问题。同其他进化算法类似，差异算法也是先随机产

生初始种群，然后采用选择，变异交叉等操作，对种群进行不断的优化。在本

文第四章中有对差异进化算法的详细介绍。 

最近大量事例和迹象表明 EAs 的机理最适合求解多目标优化,因为它们可

在单轮模拟过程中找到多个 Pareto 最优解，通过逐代组合寻找具有某些特征的
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个体。甚至有的学者认为，在多目标优化领域 EAs 要优于其它盲目搜索方法

[5,6]。虽然这种提法与最优化领域中的没有免费的午餐（no free lunch）定理

[7]不太吻合，但迄今为止还没有找到其它方法比 EAs 更能有效地解决

MOPs[8]。多目标进化算法（MOEA: Multiobjective Evolutionary Algorithm）在

国外的许多应用案例和掀起的研究热潮已成为事实。 

进化算法应用于多目标优化领域，始于 80 年代中期[9,10]。在 1991—1994 年

期间，有几种 MOEAs 被提出来[11,12,13]，后来这些方法及其变种在实际多目标优

化问题中得到了成功的应用[14,15]。近年来一些学者集中研究了基于进化算法的

多目标搜索中的某些专题，如 Pareto 最优前端的收敛性[16]、小生境技术[17]、精

英策略[18,19]。同时有关权威人士在不同时间对 MOEAs 分别进行了总结和综述
[20,21]。 

1.3 约束优化进化算法 

约束优化问题（constrained optimization problems，简称 COPs）是一

类广泛存在实际工程中但又较难求解的问题，传统的求解这类问题的方法通常

是基于梯度的搜索方法，如可行方向法、投影梯度法、简约梯度法、各类外点

罚函数法和内点法、Lagrangian 法和二次规划法等。这些方法存在的主要问题

是求解需要设置很好的初值点和需要函数的梯度信息，他们对于不可导、可行

域不连通、甚至根本没有显式数学表达式等问题无能为力。同传统的优化方法

相比，进化算法更适合于求解约束优化问题，已有许多学者进行了广泛的研究，

并且提出了大量的约束优化进化算法[22,23,24,25,26]。 

进化算法在约束优化问题中的成功应用，取决于以下几个主要原因： 

1 进化算法从一个群体即多个点而不是一个点开始搜索，这使它能以较大

概率找到全局最优解； 

2 同传统优化方法相比，进化算法对所优化问题的特征不敏感； 

3 进化算法很容易执行和使用。 

1.4 本论文的主要工作 

在吸取已有研究成果的基础上，本文设计和讨论了两个多目标优化算法，

并将多目标优化的思想应用到约束优化中。1）针对单纯 Pareto 进化算法很难解

决目标数目很多的优化问题，本文在多个指标之间引入偏好信息，提出一种求

解高维多目标优化的新型进化算法，使进化群体按协调模型进行偏好排序而不

是单纯的基于 Pareto 优于关系来比较个体优劣。2）将ε 水平比较准则引入到多

目标进化算法中，提出一种新的基于差异进化的多目标进化算法。 

后续章节安排如下： 
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第二章 给出了多目标优化问题的一般定义，对具有代表性的多目标优化进

化算法进行了介绍并分析了各算法的优点以及不足之处，对国内外的研究现状

进行了介绍。 

第三章 首先分析了基于 Pareto 比较准则在求解高维多目标优化问题的缺

陷，然后对多目标决策中的 ELECTRE 进行了介绍，将其引入到多目标优化进

化算法中，定义了一种新的关系，提出了一个新的多目标优化算法，最后，用

实验方法验证了本文提出的算法的有效性和正确性。 

第四章 首先对差异进化算法进行了介绍，提出了一种新算法，在处理约束

条件时，将ε 水平比较准则引入到算法中，利用ε 优劣关系来保存外部种群个

体，提高分布的均匀性，最后对一些测试函数进行了测试，同目前流行的算法

进行了比较。 

第五章 首先对约束优化问题作了简单的介绍，对目前存在的算法进行了分

类。接着，提出了一种基于多目标优化技术的约束优化进化算法。该方法的主

要特点是利用多目标优化思想比较和选择个体，并将基于群体的算法发生器模

型与一个不可行解存档和替换机制相结合。最后，通过 6 个标准的测试函数对

新算法的优化性能进行了测试。 

第六章 对于本论文的研究进行了总结，并对有待进一步研究的问题进行了

分析和展望。 
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第二章 多目标进化算法综述 

 

 

进化算法（EA：Evolutionary Algorithm）以其擅长求解高度复杂的非线性

问题而得到了非常广泛的应用，同时它又具有较好的通用性。在解决只有单个

目标的复杂系统优化问题时，充分展现了进化算法的优势。但是，现实世界中

的优化通常是由多个目标组成的，如一个国家的最优良性发展，涉及到经济的

快速增长、社会秩序的稳定等多个方面。在这里，经济的快速增长和社会秩序

稳定这两个优化目标是相辅相成的，互相促进的，通常称之为一致的。与此同

时，有一些优化问题，如产品质量与生产成本，也是多目标优化问题，但其被

优化的多个目标之间是相互冲突的（站在生产者的角度来看）。当我们使用进化

算法来解决多个目标的优化问题时，就显得有点力不从心了。我们为了寻找总

目标的最优化，对于相互冲突的子目标通常需要综合考虑，即对各个子目标进

行折衷（tradeoffs），这样就存在多个解。针对多目标的优化问题，出现了多目

标进化算法（MOEA：Multi Objective Evolutionary Algorithm）. 

无论在科学或工程上，多目标优化问题都是非常重要的研究课题。这不仅

仅是因为许多现实世界中的问题涉及到多目标优化，还有一些与多目标优化有

关的问题也是难以回答的，如最优解，它不同于单目标的优化，通常由多个；

对于多个最优解，究竟哪个是我们要找的呢？这取决于决策者。 

早在 1967 年 Rosenberg 就建议采用基于进化的搜索来处理多目标优化问

题，但他没有具体实现。1984 年，David Schaffer 首次在机器学习中实现了向量

评估遗传算法（VEGA：Vector Evaluated Genetic Algorithm）。此后，多目标进

化算法的研究进入了低谷，直至 1989 年 David Goldberg 在其著作《Genetic 

algorithms for search, optimization, and machine learning》中，提出了用进化算法

实现多目标的优化技术，使多目标进化算法的研究出现了重大转折。近 17 年来，

多目标进化算法（或多目标遗传算法，MOGA: Multi Objective Genetic 

Algorithm）引起了许多研究者的广泛关注，并涌现出了大量的研究成果。 

2.1 问题的描述 

为了方便阐述多目标进化算法的研究现状，我们在此先讨论一下多目标优

化问题的一般定义。值得注意的是，有关多目标优化问题及其最优解的定义在

许多专著或论文上都有介绍，此处讨论的定义只是其中的一种。 

给定决策向量 1 2[ , ,... ]T
nX x x x= ，它满足下列约束[21]： 
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( ) 0 1,2,...,ig X i k≥ =                                                  (2-1) 

( ) 0 1,2,...,ih X i l≥ =                                                   (2-2) 

设有 r 个优化目标，且这 r 个优化目标可能是相互冲突的，优化目标可表

示为： 

1 2( ) [ ( ), ( ),... ( )]T
rf X f X f X f X=                                       （2-3） 

寻求 * * * *
1 2[ , ,... ]T

nX x x x= ，使 *( )f X 在满足约束（2-1）和（2-2）的同时达到

最优。 

这里所讲的最优，是由 Vilfredo Pareto 在 1896 年提出的，故称之为 Pareto

最优解（Pareto Optimum Solution），定义如下： 

称 *X F∈ 是最优解（即 Pareto Optimal Solution），若 X F∀ ∈ 满足： 

或者 *( ( ) ( ))i ii I
f X f X

∈
∩ =                                         （2-4） 

或者至少存在一个 j，使： 
*( ) ( )j jf X f X>                                                       (2-5) 

其中 F 是满足式（1-1）和式（1-2）的可行解集，即： 

{ | ( ) 0, 1, 2,... ; ( ) 0, 1, 2,... }n
i jF X R g X i k h X j l= ∈ ≥ = = =                  (2-6) 

通常情况下，最优解不只一个，而是一个最优解集（Pareto Optimal 

Solutions）。所需做的工作时，构造非支配集（non-dominated solutions 或

non-inferior solutions）,并使非支配集不断逼近最优解集，最终达到最优。 

多目标进化算法的研究主要实现三个目标。一是使算法收敛到 True Pareto

最优边界；二是使解集具有好的分布性或多样性；三是在确保算法收敛到 True 

Pareto 最优边界，并使解集具有好的分布性的前提下，算法具有较快的收敛速

度。从已有的研究成果中，如文献[27]，可以看出，具有良好分布性的算法通

常需要较大的时间开销；同样地，运行效率比较高的算法，其解集的分布性和

多样性就相对较差一些。接下来，本文将较为详细地介绍多目标优化进化算法

的研究成果，同时，也概要性地介绍所存在的不足。概括起来，当前比较典型

的多目标进化算法主要有： 

（1） 聚集函数法（Aggregation Function） 

（2） Schaffer 的向量评估进化算法（VEGA） 

（3） Fonseca 和 Fleming 的 MOGA 

（4） Horn 和 Nafpliotis 的 NPGA 

（5） Deb 等提出的 NSGA-II 

（6） Zitzler 等提出的 SPEA2 

（7） Corn 等提出的 PESA2 
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2.2 聚集函数法 

聚集函数法将多目标优化问题中的多个目标进行线性组合，并对各个子目

标赋予不同的权值，将其转化为单目标问题的优化。 

设有 r 个子目标 f1( )、f2( )、…、fr( )，其对应的适应度函数分别为 f1、f2、…、

fr，采用权重系数法可综合目标适应度为： 

ω1f1+ω2f2+...+ωrfr                                               (2-7) 

其中 0 1,2,...i i rω ≥ =  

且满足：
1

1
r

i
i

ω
=

=∑                                             （2-8） 

优化目标可表示为：
1

( )
r

i i
i

Min f xω
=
∑                                (2-9) 

这是早期使用的方法，将多目标优化问题转化为单个目标的优化问题，方

法比较简单。这种方法的主要优点是效率比较高，比较适合产生初始非支配集

（non-dominated solutions），然后再用其他方法进一步优化。但缺点也比较明显，

如在群体进化过程中通常要不断地改变权值，而对一个具体的多目标优化问题，

要准确地找出权重系数的变化规律也不是一件容易的事情；有时根据需要也可

以考虑使用惩罚函数（penalty function）,对参数或惩罚函数稍有改变，算法都

表现得非常灵敏。更为严重的是，当搜索空间呈凹状时，无论如何改变权值都

难以找到合适的最优解（即 Pareto Optimal Solutions）。这种方法已被证明存在

着严重问题。 

2.3  Schaffer 的向量评估遗传算法 

Schaffer 于 1984 年，在他的博士论文中，提出了向量评估进化算法（VEGA：

Vector Evaluated Genetic Algorithm）[10]，并用 VEGA 求解多目标优化问题，但

似乎只能发现最优边界（Pareto Optimal Front）上的极端点，因为它不能根据各

子目标的属性（attribute）进行折衷和权衡。 

Schaffer 对简单进化算法（SGA：Simple Evolutionary Algorithms）进行扩

充，使 SGA 对单个目标的处理变成 VEGA，从而可以对目标向量进行处理，即

对多个目标进行处理。设有 r 个目标，针对每个目标利用比例选择算法，分别

可产生 r 个子群体，每个子群体的大小为 N/r，其中 N 为群体大小。将 r 个子群

体合并为一个群体大小为 N 的新群体，进行交叉操作和变异操作。Schaffer 认

识到，采用他的 VEGA 所产生的非支配解（non-dominated solutions）不是全局

的，因为其非支配解集总是限制在当前群体，局部的被支配个体（ locally 

dominated individual）肯定是全局被支配个体，（globally dominated individual），

但局部的非支配个体（locally non-dominated individual）未必就是全局非支配个

体（globally non-dominated individual）。一个个体在当前是非支配的，可能在下
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一代或后续代变成被支配个体。另一个更为严重的问题就是“物种形成

（speciation）”，如在群体中可能存在着某些方面表现突出的物种。究其原因是

因为在选择操作时只考虑了一个目标而忽视了其它的目标。“物种形成

（speciation）”与寻求折衷解（compromise solution）的目标是不一致的。Schaffer

建议使用启发式方法弥补上述缺陷。 

VEGA 的主要优点是简单，但当搜索空间呈凹状时难以找到 Pareto 最优解

集（Pareto Optimal Solutions）。 

2.4 Fonseca 和 Fleming 的 MOGA 

Fonseca 和 Fleming 在 MOGA 中提出了一种方法[13]，对每个个体分别计算

其分类序号（rank），所有非支配个体的分类序号定义为 1，其它个体的分类序

号为支配它的个体数目加 1。设 ni 为支配个体 i 的个数，则对任意一个个体 i 有

分类序号： 

rank(i)=1+n;                                                (2-10) 

这样有可能存在多个个体具有相同的分类序号的情况，选择操作按分类序

号从小到大依次进行，具有相同分类序号者用目标函数共享机制进行选择。 

在 MOGA 中，依据个体之间的支配关系来确定个体的分类序号，这是一

个非常重要的工作。但这种方法可能产生较大的选择压力从而导致非成熟收敛。

此外，当多个不同的 Pareto 最优解（Pareto Optimal points）对应于相同的目标

函数值时，MOGA 难以找出多个解。 

MOGA 的主要优点是运行效率高，同时比较易于实现。它的不足之处是过

于依赖共享参数的选择。 

2.5 Horn 和 Nafpliotis 的 NPGA 

多目标进化算法的目标是寻找一个满足总目标最优化的解集，这个解集称

之为 Pareto 最优解集（Pareto Optimal Set）。Goldberg 建议使用“非支配排序

（non-domination ranking）方法[9]，使候选解不断集散到最优解集边界上（Pareto 

Optimal Front）。Horn 和 Nafpliotis 等基于 Pareto 支配关系，提出了 NPGA（A 

Niched Pareto Genetic Algorithm for Multiobjective Optimization）[13]。采用小生境

技术（niche）实现共享来维持候选解集（non-dominated Set）的多样性。 

随机地从进化群体中选择两个个体 i 和 j，再随机地从进化群体中选取一个

比较集 CS（其 size 大于 2，一般约为 10），然后用个体 i 和个体 j 分别与 CS

中的个体进行比较，如果其中之一受 CS 支配（称之为 dominated individual），

而另一个个体不受 CS 支配（称之为 non-dominated individual），那么这个

non-dominated individual 将被选中参入下一代进化。如果个体 i 和个体 j 都不受
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或都受 CS 支配，则只能采用共享机制来选取其中之一参入下一代进化。将选

择共享适应度大的（或小生境计数小的）个体参入下一代进化操作。 

适应度共享（fitness sharing）是实现群体多样性的有效方法。设个体 i 针对

某个子目标的适应度为 fi，个体 i 的小生境计数（niche count）为 mi, mi的计算

方法如下： 

mi= [ ( , )]
j Pop

sh d i j
∈
∑                                           (2-11) 

其中 Pop 为当前进化群体， ( , )d i j 为个体 i 和 j 之间的距离或称相似程度，

sh[d]为共享函数，sh[d]的定义如下： 

 

                            (2-12) 

 

其中 shareδ 为小生境半径（niche radius），通常由用户根据最优解集（Pareto 

Optimal Set）中个体之间的最小期望间距来确定。 

定义 fi/mi 为共享适应度（sharing fitness），此处 mi实质上就是个体 i 的小

生境之聚集程度。同一小生境内的个体互相降低对方的共享适应度。个体的聚

集程度越高，其相对于适应度的共享适应度就被降低的越多。使用共享适应度

的目的在于将进化群体分散到整个搜索空间（search space）的不同峰值区域上。

在经典 GA 中引入小生境技术的目的是为了防止早熟收敛。在 MOGA 中，当共

享适应度与锦标赛选择（tournament selection）相结合时可能会出现混沌行为

（chaotic behavior）[19]，此时小生境子群体内不会出现剧烈的波动。文献[19]

建议不断修改共享参数。 

NPGA 的主要优点是运行效率比较高，且能获得较好的 Pareto 最优边界

（Pareto Optimal Front）。它的不足是共享参数的选择以及比较集大小的选择没

有一个通用的法则。 

2.6 Deb 等提出的 NSGA-II 

Deb 等提出了非支配集排序方法 NSGA-II[28]。算法采用了快速排序的方法

来构造非支配集：根据非支配级别对一个规模为 N 的种群进行排序，每一个解

需要与任何一个其它的解比较是否被支配，在所有种群个体中，寻找出非劣个

体，归为第一层（rank1），找出剩下个体中的非劣个体，归为第二层（rank2），

重复上述过程，直到所有个体都被分属某一层次中。 

另外它采用聚集比较过程保持解得分布性：计算同一面上相邻的两个个体

在每个目标上距离的平均值。在种群中将仅包含个体 i 的最大的立方体的大小

idistance作为一个评估（称为密集距离）。然后基于密集距离对同一个体面上的点

进行排序，选择分布度较好（密集距离大）的个体。 

0
[ ]

1 /
share

share share

d
sh d

d d
δ

δ δ
>⎧

= ⎨ − <⎩
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算法 NSGA-II： 

输入：N（种群规模） 

T（最大遗传代数） 

输出：Nds（非支配集） 

1）初始化：产生初始化的种群 P0，t=0。 

2）交配选择：使用 2-锦标赛选择 Pt 中的个体进入交配池，其规模等于

N 

3）遗传操作：对交配池中个体使用交叉和变异操作，产生新的个体进

入 Qt 

4）适应度赋值：计算 Pt 和 Qt中个体的适应度。 

5）环境选择：将 Pt和 Qt 中的所有非支配个体拷入非支配集 Nds。如果

Nds 的规模超过 N，使用聚集算法计算个体的聚集度，选择聚集度

低的个体优先进入 Pt+1，直到规模等于 N；如果其规模小于或者等

于 N，拷贝 Nds 中的个体进入 Pt+1，规模不够 N 的部分，选择适应

度高的支配个体进入 Pt+1,直到其规模等于 N。 

6）终止：如果 t<T，t=t+1，去第 2 步，否则将 Pt+1 中的非支配个体作

为 A 输出。 

NSGA-II 的优点在于运行效率高；解集有良好的分布性，特别是在低维问

题的优化上有很好的表现。缺点在于在高维问题上，因为聚集过程的缺陷，解

集多样性不理想。 

2.7 Zitzler 等提出的 SPEA2 

Zitzler 和 Thiele 于 1999 年提出了 SPEA（Strength Pareto Evolutionary 

Algorithm）[29]，主要有下列特点： 

（1） 另外设置一个非支配集 NDSet（Non-Dominated Set），且其随种群

的不断进化而更新； 

（2） 用个体强度来对个体进行适应度赋值。 

（3） 采用聚类过程来降低 NDSet 的大小并维持群体的多样性。 

Zitzler 等对 SPEA 算法进行了改进，于 2001 年提出算法 SPEA2（Improving 

the Strength Pareto Evolutionary for Multi-objective Optimization）[30]。该算法与

SPEA 的主要区别在于： 

（1） 用了改进的适应度评价策略，它考虑了每一个个体的支配与被支

配情况 

（2） 采用了最近邻居密度估计策略，能对搜索过程作精确指导 

（3） 采用了新的外部截断方法，可以保证不丢失边界解 



硕士学位论文  第二章 多目标进化算法综述 j 

 10

算法 SPEA2： 

输入：N（群体大小） 

     N （外部集大小） 

      T（运行代数） 

输出：A（非支配集） 

1）初始化：初始化群体 P0 和空的外部集 0P φ= ，并设置当前代 t=0。 

2）适应度评价：计算当前代群体 Pt 和外部集 tP 中的个体适应度值。 

3）环境选择：把当前代群体 Pt和外部集 tP 中的非支配个体复制到下

一代的外部集 1tP+ 中。如果 1tP+ 中个体的数目超过 N ，就采用截断

算法来缩小 1tP+ ；如果 1tP+ 中个体数目少于 N ，就把当前代群体

Pt和外部集 tP 中的非支配个体填充到 1tP+ 中。 

4）终止条件：如果 t ≥ T 或者满足另外的终止条件，就用一个集合 A

来存储 1tP+ 中的非支配个体。 

5）交配选择：在 1tP+ 中采用二进制锦标赛算法来选择个体添加到交

配池中。 

6）变异：应用交叉和变异操作到交配池中，并将 1tP+ 存储为解集，

增加代数（t=t+1），然后转到第二步。 

SPEA2 的优点在于可以取得一个分布度很好的解集，特别是在高维问

题的求解上，这一点很明显。缺点在于其聚类过来保持多样性时间耗

费很大，运行的效率不高。 

2.8 Corn 等提出的 PESA2 

PESA2 采用基于网格的区域选择，其具体算法如下： 

输入：N（群体大小） 

      M(外部集大小） 

      T（最大遗传代数） 

输出：A（非支配集） 

1） 初始化：产生初始化的外部种群 P0 和一个空的外部集 A0,t=0。 

2)  将 Pt中的非支配个体一个接一个进入 At，并更新 At，使其保持它的非

支配性。如果 At的规模大于 M，使用网格，计算密集度，淘汰一个差的个体。 

3） 终止：如果 t<T，继续第 2 步，否则，将 At作为 A 输出。 

4） 根据区域密度，使用基于网络的区域选择，按概率选择 At中的个体进

行交叉和变异操作产生新的个体，直到填满 Pt+1。T=t+1，转到第 2 步。 

PESA2 的优点在于其解的收敛性很好，往往能很接近最优面，特别是在高

维问题的情况下。但其缺点在于选择操作只能一次选取一个个体，时间耗费太
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长，而且解集的多样性不佳。 

2.9 理论研究方面 

目前国际上对多目标进化算法的研究主要集中在对已有技术的改进和应用

上，[31]，在理论研究方面的成果较少，概括起来主要有下列几个方面： 

（1）Carlos M.Fonseca and Peter J.Fleming [32]提出了有关 Pareto 排序、非支

配关系（集）以及共享参数等重要概念和方法。 

（2）Horn 和 Nafpliotis 以及 Goldberg[13]提出了选择合适的共享参数的原

则。 

（3）Rudolph[33,34]和 Veldhuizen 等对 MOGA 的收敛特性进行了理论分析。 

总的来说，目前国际上对进化计算的研究非常重视，每年都有多个国际会

议（如 Congress on Evolutionary Computation ， Genetic and Evolutionary 

Computation Conference 等等），从事多目标进化计算研究的学者也越来越多，

每年都会涌现出不少有价值的研究成果。我国学者也比较重视进化计算的研究，

如中国科技大学陈国良院士所带领的研究团队每年都有很多研究成果，武汉大

学康立山主持了在我国召开的第一个国际进化计算的 Workshop，2004 年 10 月

陈国良主持召开了“自然计算与应用国际研讨会”，中南大学蔡自兴和王勇在进

化计算国际杂志 IEEE Transaction on Evolutionary Computation 等上发表论文多

篇，等等。近年来，国内学术期刊上也出现了不少有价值的研究成果，如基于

聚类的快速多目标遗传算法[35]，解约束多目标优化问题的一种鲁棒的进化算法
[36]，一种求解高维优化问题的多目标遗传算法及其收敛性分析[37]，一种用于多

目标优化的混合遗传算法[38]，基于多目标进化算法的混合 H-2/H-∞优化控制
[39]，自动区域划分的分区域搜索狭义遗传算法[40]；以及各类应用研究成果，如

文献[41,42,43,44,45,46,47,48]。 

综上所述，目前国内国际上有关 MOEA 的研究非常活跃，进入了快速发展

阶段，在多目标优化的方法中，还有很大的研究发展空间，还有很多问题需要

进行进一步完善或改进。 
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第三章 基于 ELECTRE 法的多目标优化进化算法 
 
 

实际的工程优化问题大多数是多目标优化问题，目标之间一般都是互相冲

突的。多目标优化很早就得到了人们的重视，到目前已经发展了较多的求解多

目标优化的方法。 

一个多目标优化如果存在非劣解，往往存在无穷多个，形成非劣解集。在

求解实际问题时，过多的非劣解是无法直接应用的。决策者只能选择令其最满

意的一个非劣解作为最终解。求最终解主要有三类方法，一类是求非劣解的生

成法，即先求出大量的非劣解，构成非劣解的一个子集，然后按照决策者的意

图找出最终解，另一类为交互法，不先求出很多的非劣解，而是通过分析者与

决策者对话的方式，逐步求出最终解。最后一类是事先要求决策者提供目标之

间的相对重要程度，算法以此为依据，将多目标问题转化为单目标问题进行求

解，该类方法也可以被认为是第一类方法的一个子方法，该类方法的难点在于，

如何得到决策者真实的权重信息[49]。 

相当部分 MOEAs 采取的排序策略是针对 Pareto 最优解实施进化，即进化个

体只比较关于所有子目标的Pareto优劣关系，在当前种群中仅考虑属于Pareto

最优解的个体。这种机制的优点在于进化结果与均衡面（trade-off surface）

的凹凸性无关且无需任何事先偏好信息，但搜索空间的维数制约了这种方式的

优化性能。因为当问题空间的维数高时，则群体中的各个个体很难进行 Pareto

排序比较，有时甚至出现所有个体皆为 Pareto 最优解，从而无法实施正常的进

化选优[50,51,52]。在这种情况下则不能采用通常的 Pareto 优劣关系对个体进行优

劣排序，必须引入启发式信息。本文将多目标属性决策方法中的 ELECTRE 法引

入到算法中，采取一种比 Pareto 优劣关系弱的排序策略对个体进行排序。 

3.1 ELECTRE 法介绍 

ELECTRE 法(Elimination Et Choice Translation Reality)由 Benoyown 等提出

后逐步得以完善[53]。ELECTRE 法的关键是利用了所谓的超序关系(outranking 

relationship)概念，也即当方案 kR 和 lR 没有明显的优劣之分时，决策者以一定

的风险程度认为 kR 优于 lR ,这样通过一系列的超序关系评估，就可以去掉超序

关系意义下的劣方案.建立超序关系的方法有多种，这里介绍 Van Delft 和

Nijkamp 提出的用净优势值和净劣势值来建立超序关系。 

首先,设 ( )ij m nR r ×= 为有m个方案n个目标决策的决策矩阵， ijr 表示第 i 个
方案在第 j 个目标下经规范化后的属性值， iR 为n维向量 1 2( , ,... )i i inr r r ,即第 i 个
方案在各目标下的属性值， iR 也可表示第 i 个方案。目标权重向量
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1 2( , ,... )nW w w w= 。 

{ | }kl kj ljj r rC = ≥ , { | }kl kj ljD j r r= < . klC 称为方案 kR 对方案 lR 的优势集， 

klD 称为 kR 对方案 lR 的劣势集,显然,劣势集为优势集的补集。 

定义 3-1 klc
kl

j
j C

w
∈

= ∑ 称为方案 kR 相对方案 lR 的优势指数(其中

1

1
n

j
j

w
=

=∑ )。 

定义 3-2 

max | ( ) |

max | ( ) |
kl

j kj ljj D
kl

j kj ljj J

w r r
d

w r r
∈

∈

−
=

−
称为方案 kR 相对与方案 lR 的劣势指数。 

上式中分子为劣势集中加权属性值之差的最大值,而分母为各目标中加权

属性值之差的最大值。 

定义 3-3 
1 1

l k l k

m m

k kl lk
l l

c c c
≠ ≠
= =

= −∑ ∑ 称为方案 kR 的净优势值。 

定义 3-4 
1 1

l k l k

m m

k kl lk
l l

d d d
≠ ≠
= =

= −∑ ∑ 称为方案 kR 的净劣势值。 

kc 为方案 kR 对其它方案的优势指数之和减去其它方案相对 kR 的优势指数

之和，反映了 kR 在方案集中所处的优势程度.同理 kd 反应了 kR 在方案集中所处

的劣势程度.若 kc 越大且 kd 越小则方案 kR 在方案集中就越具有优势。因此定义

超序关系“ np ”： 

定义 3-5 若 lR np kR 当且仅当 lc ≥ kc 且 l kd d≤ ，若 ~l kR R ( lR 与 kR 无差

别)，当且仅当 l kc c= 且 l kd d= 。若非 lR np kR 且非 kR np lR ，则称 kR 与 lR 不

可比较。 

性质 1 超序关系 np  (outranking relationship) 是一个偏序关系，即

, , (a b c R R∀ ∈ 为方案集)， np 满足如下性质： 
(1)自反性: na ap ； 

(2)反对称性: ,n na b b ap p ,a b= ； 

(3)传递性: ,n n na b b c a c⇒p p p ； 

定理1 设 I 为种群R 的最小优势集,即 { | , }i j j n iI R R R R R= ¬∃ ∈ p使得 ；

P 为种群R 非劣个体集,即 { , }i j iP R R R R= ∈ p使得 ,则 I P⊆ 。 

证明:假设 I PØ ,那么,至少存在一个个体 iR ,满足: i iR I R P∈ ∉且 。根据

P 的定义，则必存在一个个体 ,j j iR R Rp满足 。依定义有 ,ji ij ji ijc c d d> < 且

( , )kR R k i j∀ ∈ ≠ ,jk ik jk ikc c d d≥ ≤ , ,kj ki kj kic c d d≥ ≤ 。 
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1

1 1 1 1

1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) 0

k j k j k i k i

k
k j

k ik i

j i

m m m m

jk kj ik ki
k k k k

m m

jk ik ji ij ki kj
k k j

ki kj

c c

c c c c

c c c c c c

c c

≠ ≠ ≠ ≠

=
≠

≠≠

= = = =

= ≠

−

= − − −

= − + − + −

+ − ≥

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

同理,有 0j id d− ≤ ,依定义 3-5, j n iR Rp ,与 i jR R∈ 矛盾。证毕。 

定理 1说明超序关系 np 比 Pareto 优劣关系弱，这样利用关系 np 对种群中

的个体进行排序，能在进化过程中增大选择压，加快进化过程的收敛。 

3.2 群体的多样性和分布性 

群体的多样性和分布性是衡量多目标优化进化算法的重要指标，因为多目

标进化算法的收敛过程是非支配集不断逼近最优解集。目前，许多研究采用小

生境技术（nich）实现来维持候选解集的多样性，如[13]。随机地从进化群体

中选择两个个体 i 和 j，再随机地从进化群体中选取一个比较集 CS，然后用个

体 i 和个体 j 分别与 CS 中的个体进行比较，如果其中之一受 CS 支配，另一个

个体不受 CS 支配，那么非支配个体将被选中参入下一代进化。如果个体 i和个

体 j都不受 CS 支配，则只能采用共享机制来选取其中之一参入下一代进化。将

选择共享适应度大的（或小生境计数小的）个体进入下一代繁殖操作。选择适

应度共享（fitness sharing）是实现群体多样性的有效方法。设个体 i针对某

个子目标的适应度为 fi，个体 i的小生境计数为 mi,定义 fi/mi 为共享适应度。

同一小生境内的个体互相降低对方的共享适应度。个体的聚集程度越高，其相

对于适应度的共享适应度就被降的越多。使用共享适应度的目的在于将进化群

体分散到整个搜索空间（search space）的不同峰值区域上。在经典 GA 中引入

小生境技术的目的是为了防止早熟收敛。采用小生境技术的主要优点是算法的

运行效率比较高，且能获得较好的 Pareto 最优边界（Pareto Optimal Front）。

但当共享适应度与竞标赛选择相结合是可能出现混沌行为（chaotic 

behaviour）,文献[]建议不断修改共享参数。它的最大问题是共享参数的选择

没有一个通用的法则。为了避免共享参数的设置和不断调整，我们采用 k 近邻

法来维持与增强群体的多样性与分布性。 
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3.3 算法描述 

3.3.1 算法流程 

我们将 ELECTRE 方法与基于种群进化思想相结合,对群体中个体依照

ELECTRE 方法进行排序,得到一类新的算法,具体流程描述如下: 

Step1.随机产生一个初始环境进化群体 0P ,同时初始化外部优势群体 0 'P ,并使

之为空,令进化代数 t=0。 

Step2.执行环境选择(Environment Selection)操作,即用 ELECTRE 方法对

( tP + 'tP )中的个体进行排序,将产生的最小优势集拷贝至 1 'tP+ 。 

Step3.若| 1 'tP+ |> 'N ,则对 1tP+ 采取某种截断策略,使其规模变为 'N ,同时使外

部优势群体中的个体具有良好的分布性。 

      若| 1 'tP+ |< 'N ,则从( tP + 'tP )中选取( 1' | |tN P+− )个个体,将其补充到

1tP+ 中。 

Step4.若终止条件满足,则结束并将 1tP+ 作为返回结果。 

Step5.对 1 'tP+ 执行繁殖选择(Mating Selection)操作(如 binary tournament 

selection),选择优势个体,形成配对池,产生的 N 个个体赋给 1tP+ 。 

Step6.进化繁殖进化群体 1tP+ ,即对群体执行交叉操作和变异操作。 

Step7.令 t=t+1,并转 Step2。  

3.3.2 交叉算子 

在 RCGA 中,广泛使用的交叉算子有模拟二进制交叉(SBX)，单峰正态分布交

叉(UNDX)，单形交叉[54]等。本算法采用单形交叉作为惟一的重组算子,它基于均

匀分布来产生后代个体且不需要个体的适应值信息。在
nR 中, 1n + 个独立的父

体向量( , 1, , 1ix i n= +r
L )行成了一个单形，后代个体的产生按照以下步骤进

行:1)按一定的比率将单形向各个方向( ix o−r r
,这里or是 1n + 个向量的中心即

1

1

1
1

n

i
i

o x
n

+

=

=
+ ∑r r

)进行扩张得到一个新的单形,2)从新的单形中选择一个点作为
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后代个体。例如,我们考虑在两维空间中由三个点 1,xr 2xr 和 3xr 构成的一个单形。

将 这 个 单 形 以 (1 )ε+ ( 0)ε ≥ 的 比 例 向 各 个 方 向 进 行 扩 张 , 令

3

1

1
3 i

i

o x
=

= ∑r r
, (1 )( )i iy x oε= + −r r r

,则由 1yr , 2yr 和 3yr 形成了一个新的单形。在新

单形中任取一点 zr ,则 1 1 2 2 3 3z k y k y k y o= + + +r r r rr
,其中 1,k 2 ,k 和 3k 为[0,1]中

均匀分布的随机数且满足 1 2 3 1k k k+ + = 。 

使用单形交叉的原因是它的实现比较简单,同时它的计算复杂度仅为

( )O N 。图 1表示由三个父体组成的单形所产生的后代个体分布。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2-1 单形交叉产生的后代个体示意图 

 

 

 

3.3.3 适应值分配及环境选择： 

对于群体中的个体 i，其适应值的计算方法为： 

( ) ( ) ( )F i R i D i= +                                            （3-1） 

其中：
' ,

( ) ( )
j P P j i

R i S j
∈ +

= ∑
f

                                    (3-2) 

'( ) |{ | }|S i j j P P i j= ∈ + ∧ f                                  (3-3) 

1( )
2k

i

D i
δ

=
+

                                               (3-4) 

'| | | |k P P= +                                               (3-5) 



硕士学位论文  第三章 基于 ELECTRE 法多目标优化进化算法 

 17

k
iσ 为个体 i 到其 k 个邻近个体之间的距离，这里需要计算个体 i 到进化群

体 tP 和外部优势群体 'tP 中其它所有个体之间的距离，并按增序排序。 ( )S i 称

为强度值，为群体中优超自己的个体的个数。 ( )D i 中分母的值加 2是为了确保

( )D i 的值大于 0而小于 1。 

环境选择时，首先选择适应度小于 1的个体进入外部优势群体 1 'tP+ 中，即： 

1 'tP+ = '{ | , ( ) 1}t ti i P P F i∈ + ∧ <                                  (3-6) 

此时，若 1 'tP+ 中个体数少于约定值 'N ，即
'| |tP < 'N ,则在上一代群体 tP和 'tP 中

选择
' '

1( )tN P+− 个适应值小的优秀个体进入 1 'tP+ 中。 

若
' '| |tP N> ，则按下列方法(archive truncation procedure)依次选取个体 i 从

1 'tP+ 中删除： 

'
10 | |: k k

d t i ji j k P σ σ+≤ ⇔ ∀ < < = ∨                             (3-7) 
'
10 | |: ( 0 : )k k k k

t i j i jk P l k σ σ σ σ+< < ∀ < < = ∧ <                   (3-8) 

直至
' '
1| |tP N+ = 。 

3.4 实验分析 

3.4.1 测试函数 

为了测试算法的性能，使用两个典型的函数来对其检验。 

测试函数 T1: 
3

2
1

1

3
2

2
1

1min ( ) 1 exp( ( ) );
3
1min ( ) 1 exp( ( ) );
3

s.t [ 4 , 4] 1,2,3

i
i

i
i

i

f x x

f x x

x i

=

=

= − − −

= − − +

∈ − =

∑

∑   

这一函数由 Fonseca 和 Fleming[55]提出，T1 的 Pareto 最优解集为

1 2 3 [ 1/ 3,1/ 3]x x x= = ∈ − 。 
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测试函数 T2： 

2 2
1 2

2 2 2 2
1 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2

( )
3 2 2

1 2

1 2

min ( ) 0.5 ( ) sin( );

(3 2 4) ( 1)min ( ) 15;
8 27

1min ( ) 1.1 e ;
1

s.t , [ 3 ,3]

x x

f x x x x x

x x x xf x

f x
x x

x x

− −

= × + + +

− + − += + +

= − ×
+ +

∈ − 。

 

这个函数来自文献[56]有三个 Pareto 均衡面，它们在目标空间呈现为一条非

线性非对称的三维螺旋曲线。 

3.4.2 测试结果 

新算法的实验在 Matlab 7.0 中完成。实验中，群体的规模为 100。交叉算

子采用模拟二进制交叉，交叉概率取为 0.9，分布指数取为 20；变异算子采用

非一致高斯变异算子，变异概率取为 0.1，方差为 0.5。对测试函数 A 和 B,目

标权重均为 (0.333,0.333,0.333)W = 。图 3-2 和图 3-3 分别为测试函数 A和

B 的目标函数均衡面的演化结果，从图中可看出，非劣解较均匀地分布 Pareto

前沿上，说明算法具有较强的搜索能力，是可行的、有效的。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 3-2 函数 T1 的 Pareto 曲线 
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图 3-3 函数的 Pareto 曲线 

 

3.5 小结 

进化算法特别适合求解多目标优化问题，现有的多目标优化进化算法大多

是基于 Pareto 优劣关系进行排序的，当目标空间维数增大时，会出现种群中多

数个体都是非劣的情况，导致算法收敛速度下降。本章将 ELECTRE 法引入到进

化算法中，构造出一种比 Pareto 优劣关系弱的超序关系对种群中的个体进行

排序，实验结果证明了算法的可用性和有效性。 
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第四章 差异进化多目标优化算法 

 

差异进化算法由 Storn 和 Price[4]提出，它是一种基于种群的随机搜索算

法，对实数值、多模式目标函数优化具有很好的寻优效果。差异进化算法的特

征是：简单，高效，采用浮点数编码而非二进制编码，对初始值无要求，收敛

速度快，适合求解非线性问题。同其他进化算法类似，差异算法也是先随机产

生初始种群，然后采用选择，变异交叉等操作，对种群进行不断的优化。 

 

4.1 差异进化算法介绍 

差异进化是一种并行直接搜索方法，在每一代 G 中，利用 NP 个 D 维参数

向量作为一个种群 

, 1,2,...,i Gx NP=  

NP 在整个进化过程中一直保持不变。初始向量种群随机产生并且要覆盖

到整个搜索空间，如无特别指出，通常假定所有的随机变量服从均匀概率分布，

如果初始解是可获得的，那么产生初始种群时可在该解上加上服从标准正态分

布产生的方差。差异进化中新参数的产生是将两个种群向量之差乘上一定的权

重系数，加在第三个向量上，这个操作称之为变异。变异向量的参数同另一个

预先确定的参数相混合（目标向量），来产生所谓的试验向量。参数混合同进化

界中的交叉类似。在稍后的章节中，我们将进行详细的阐述。如果生成的试验

向量的函数值小于目标向量，那么试验向量将取代目标向量进入下一代群体，

最后的这步操作称为选择。种群中的每一个向量都必须作为目标向量，且仅有

一次，因而，一次迭代中将有 N 次竞争。下面，我们将进行差异进化的具体阐

述。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



硕士学位论文  第四章 差异进化多目标优化算法 

 21

 变异  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4-1 变异向量的产生
[4]
 

对于每一个目标向量 , 1,2,...,i Gx NP= ，变异向量依照如下公式产生： 

1 2 3, 1 , , ,( )i G r G r G r Gv x F x x+ = + ⋅ −                                        (4-1) 

其中， 1r ， 2r ， 3r {1,2,..., }NP∈ ，为互不相同的随机整数； 0F > 。要满

足随机产生的整数 1r ， 2r ， 3r 互不相同这个条件， NP 的值至少应为 4。F 是

一个实值常数，取值范围为[0，2]，用来控制差异的变化，即
2 3, ,r G r Gx x− 的幅

度变化。图 4-1 中描述了不同的参数向量在变异向量 , 1i Gv + 产生的过程中所起的

作用。 

 交叉 

为了增加扰动参数向量的多样性，引入交叉操作，为此，生成试验向量（trial 

vector）； 

, 1 1 , 1 2 , 1 , 1( , ,..., )i G i G i G Di Gu u u u+ + + +=                                      (4-2) 

这里 

                                                  (4-3) 

 

 

在公式 4-2 中， ( )randb j 是第 j 个服从均匀分布的随机数，取值在[0，1]

之间。CR 为交叉常数，取值范围为[0，1]。 ( )rnbr i 是在 1，2，…D 中随机选

取的一个标志位，用以确保向量 , 1ji Gu + 中至少有一个参数来自向量 , 1i Gv + 。图 4-2

给出了一个 7 维向量交叉机制的示例。 

 

, 1
, 1

,

( ( ) ) ( )
( ( ) ) ( )

1,2,...,

ji G
ji G

ji G

v if randb j CR or j rnbr i
u

x if randb j CR or j rnbr i

j D

+
+

≤ =⎧
= ⎨ > ≠⎩

=
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图 4-2 个体交叉示意图 

 选择 

为了选择向量进入下一代群体（G+1 代），将试验向量 , 1i Gu + 同目标向量 ,i Gx
依照贪婪法则进行比较：如果向量 , 1i Gu + 产生的函数值小于 ,i Gx 所产生的函数

值，则 , 1i Gu + 进入下一代种群，即 , 1 , 1i G i Gx u+ += ，否则， ,i Gx 进入下一代种群，即

, 1 ,i G i Gx x+ = 。 

 伪代码 

图 4-3 所示的 C 伪代码充分说明了 DE 的简洁性。 

 其它形式的差异进化算法 

上面所讲述的只是差异进化算法的一种形式，还有其它变种，也被证明是

高效的。为了便于对这些算法进行分类，我们引入如下标识： 

DE/ x / y / z                                                (4-4) 

x 指明当前变异的向量是在种群中随机选择（rand）还是选择种群中函数花

费最小的向量（best）。 

y 为差异向量的数目，一般为 1 或 2 

z 为交叉策略的类型。 

采用这种标识，上述的差异进化算法可表示为 DE/ rand / 1 / bin 

其它形式的差异进化算法有： 

DE/ best / 2 / bin ： 

1 2 3 4, 1 , , , , ,( )i G best G r G r G r G r Gv x F x x x x+ = + ⋅ + − −                         (4-5) 

DE/ rand / 2 / bin： 

1 2 3 4 5, 1 , , , , ,( )i G r G r G r G r G r Gv x F x x x x+ = + ⋅ + − −                          (4-6) 

DE/ current to best / 2 / bin： 
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1 2, 1 , , , , ,( ) ( )i G i G best G i G r G r Gv x F x x F x x+ = + ⋅ − + −                      (4-7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4-3 DE 的 C 伪代码 

/*----------------------------------------Main  loop------------------------------------*/ 
While (count < gen_max)             /*-Halt after gen_max generations. */ 
{ 
   For (i=0; i<NP; i++)   /*------------Start loop through population.---------*/ 
                      /***********Mutate/recombine***************/ 
      do a=rnd_uni( )*NP; while (a==i) ; /*Randomly pick 3 vectors,     */ 
      do b=rnd_uni( )*NP; while (b==i || b==a) ;/* all different form i    -*/ 
      do c=rnd_uni( )*NP; while (c==i || c==a || c==b); 
      j=rnd_uni( )*D;     /*--- Randomly pick 3 vectors ---------------------*/ 
      for (k=1; k<=D; k++) 
      { 
        If (rand_uni( ) < CR || k==D) 
        { 
           trial[j]=x1[c][j]+F*(x1[a][j]-x1[b][j]); 
        } 
        else trial[j]=x1[i][j]; 
        j=(j+1)%D; 
                         /************Evaluate/select *************/ 
 
     score=evaluate(trial); 
     if (score<=cost[i]) 
     { 
       for (j=0; j<D; j++) x2[i][j]=trial[j]; 
       cost[i]=score; 
     } 
     else for (j=0; j<D; j++)  x2[i][j]=x1[i][j]; 
   } 
               /*--------------------End of population lop; swap arrays ------* 
 

for (i=0; i<NP; i++) 
{ 

     for (j=0; j<D; j++)  x1[i][j]=x2[i][j]; 
   } 
   count++; 
}                    /*       End of generation…increment counter. */ 
/*--------------------------------------End of main loop--------------------------------*/ 
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4.2 相关研究 

将差异进化扩展到多目标优化算法中，国内外已有学者做了相关方面的工

作，这些算法大都采用非劣排序准则来进行后代的繁殖，利用距离尺度（distance 

metric）来避免拥挤，下面将对其中的一些重点算法进行简要介绍： 

Abbass 于 2002 年提出 PDE 算法[58]，它采用单一种群策略，繁殖操作只在

非劣解中进行，后代个体只有优于父代个体才能进入下一代种群。采用距离比

较准则来维持多样性。 

Madavan 于 2002 年提出 PDEA 算法[59]，它将稳健高效的差异进化算法同

NSGA-II 算法相融合。 

Parsopoulus 于 2004 年提出 VEDE 算法[60]，它是一种并行的多种群差异进

化算法，该算法受向量评估遗传算法（VEGA）启发而来。 

Kukkonnen 在[61]中描述了一种通用的求解约束多目标优化的差异进化算

法。 

Iorio 将 NSGA-II 算法做了小的变动[62]，将其中的实数编码交叉算子和变异

概率用差异进化机制代替。 

Robic 于 2005 年提出 DEMO[63]，将 DE 的优势与基于 Pareto 分级机制和拥

挤程度排序向结合起来，在 DEMO 中，新产生的候选个体，将马上被随后产生

的候选个体替代。 

4.3 具体算法描述 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4-4 ZCDE 的算法流程 

1:  Begin 
2:    G=0 
3:    Create a random initial population P 
4:    Evaluate each vector  
5:    For G=1 to MAX _GEN Do 
6:       For i = 1 to NP Do 
7:          Select three distinct individuals randomly 
8:          Perform recombination using DE scheme 
9:          Perform mutation 
10:         Perform selection 
11:      End For 
12:      Identify non-dominated solutions in population 
13:      Add non-dominatd solutions into the archive population 
14:   End For 
15:   G=G+1 
16: End 
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算法的伪代码在图 4-4 种给出，我们将算法简称为（ZCDE）。在算法中，

我们采用两个种群，进化种群 ( )P t 和外部种群 ( )E t （这里 t 为迭代次数）在外

部种群中，我们采用ε -支配原则来存储进化过程中的非劣个体以及维持非劣个

体分布的均匀性。 

同其它进化算法类似，ZCDE 算法采用实数编码，此外，将约束处理机制

融入到算法中，该约束处理机制允许可行解介入到重组之中，这对于求解高度

约束多目标优化问题是一个很好的途径。 

在差异进化中没有明确的变异操作算子，因为在某种程度上来说，该操作

被包含在重组操作中。然而，在多目标优化问题中，我们通过试验研究发现，

为了更好的对搜索区域进行勘探，增加变异操作相当之必要，为此，我们采用

均匀变异操作算子。 

4.3.1 个体比较 

子代个体产生后，要同相应的父代个体进行比较，以此来选择个体进入下

一代的遗传进化操作。算法采用如下的准则来进行父代个体与子代个体之间的

比较： 

对于无约束的多目标优化问题，采用如下的三条准则： 

1. 父代个体优于子代个体，父代个体被选择。 

2. 子代个体优于父代个体，子代个体被选择。 

3. 父代个体与子代个体非劣，选择的概率各为 0.5。 

对于带约束条件的多目标优化问题，由于要考虑到个体的可行性，个体之

间的比较变得比较复杂。Deb 等人在 NSGA-II 中定义了一个约束主导准则：一

个解 xi 约束主导另一个解，当且仅当下列条件满足， 

1. 解 ix 是可行解而解 jx 是不可行解。 

2. 解 ix 与解 jx 都不是可行解，但 ix 违反约束条件的程度小于解。 

3. 解 ix 与解 jx 都是可行解且 ix 主导 jx 。 

采用 Deb 的比较准则，当约束条件不是很强时，能很快地收敛到可行解，

因为在此准则中，可行解永远优于不可行解，使得在搜索过程中，种群能快速

的向可行区域靠近。但对于约束程度较高时，.该准则的缺陷是难以发挥不可行

解的作用,在群体中不能维持好的可行解与不可行解比例 。为此，将ε -水平比

较准则引入到算法当中。 

 ε -水平比较准则 

我们引入 ( )xφ 来描述搜索点 x违反约束条件的程度， ( )xφ 应满足如下条

件： 
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                              (4-9) 

 

在罚函数法中，约束违反程度一般被当作为一个惩罚量，： ( )xφ 可被定义如

下： 

( ) max{max{0, ( )},max ( )}j jj j
x g x h xφ =                        (4-10) 

( ) max{0, ( )} ( )
PP

j j
j j

x g x h xφ = +∑ ∑                         (4-11) 

这里 P 为正的实数。 
ε 水平比较[64]是定义在集合 ( ( ), ( ))f x xφ 上的次序关系。采用 ( )xφ 优先于

( )f x 的字典排序方法，因为对于带约束的问题，可行性相较目标函数值而言，

更加重要。 

假设 1 2( )f f 和 1 2( )φ φ 分别为点 1 2( )x x 函数值和违反约束条件违反值，那么，

对于 0ε ≥ ，ε 水平比较 ε< 和 ε≤ 可被定义如下： 

1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2

, ,
( , ) ( , ) ,

,

f f if
f f f f if

otherwise
ε

φ φ ε
φ φ φ φ

φ φ

< ≤⎧
⎪< ⇔ < =⎨
⎪ <⎩

                          (4-12) 

 

1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2

, ,
( , ) ( , ) ,

,

f f if
f f f f if

otherwise
ε

φ φ ε
φ φ φ φ

φ φ

≤ ≤⎧
⎪≤ ⇔ ≤ =⎨
⎪ ≤⎩

                      (4-13) 

 
当ε =0 时， 0< 和 0≤ 等价于在字典排序时， ( )xφ 优于 ( )f x ；同理，当ε = ∞

时，等价于一般意义下所定义的函数值之间的比较，<和≤  

将单目标下的ε 水平比较引入到多目标优化问题中，需作小的修改，因为

对目标函数进行比较不是单个值的比较，而是向量之间的比较： 

1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2

, ,
( , ) ( , ) ,

,

f f if
f f f f if

otherwise
ε

φ φ ε
φ φ φ φ

φ φ

≤⎧
⎪⇔ =⎨
⎪ <⎩

p

p p                      (4-14) 

这里， 1f ， 2f 为目标函数向量。 

 ε 约束方法的性质： 
求解优化问题时，将普通的比较准则用ε 水平比较替换，即为ε 约束方法，可

( ) 0 ( )
( ) 0 ( )
x x F
x x F

φ
φ

= ∈⎧
⎨ > ∉⎩
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定义如下： 

(P ) min ( )imize f xε ε≤ ≤                                     (4-15) 

ε≤ 表明最小化问题是基于 ε≤ 比较准则进行的，P ε≤ 表明问题 P 的约束条

件违反程度由 ( ) 0xφ = 松弛为 ( )xφ ε≤ ，约束条件降低。 

(P ) min ( )
subject to ( )

imize f x
x

ε ε

φ ε
≤ ≤

≤
                                         (4-16) 

 
从上式可以看出，采用ε 水平比较，一个约束优化问题可以转换为相应的

无约束优化问题。将ε 水平比较准则同现有的无约束优化方法结合起来，可为

求解约束优化问题提供新的途径。在求解无约束优化问题的相关算法中，将通

常的比较准则用ε 水平比较替换，即可利用算法来求解约束优化问题。需要注

意的是，当ε 变为 0 时，就可得到原问题的最优解。类似于在罚函数方法中，

将惩罚系数增加到无穷大。 
ε 的控制 

一般情况下，ε 的值不需要特别的控制，很多约束优化问题可直接按照当ε
等于 0 时字典排序求解。但当问题中存在等式约束条件时，为了获取高质量的

解，对ε 的值必须进行控制。关于ε 的控制有多种方法，我们采用如下一种简

单的方法来对其进行控制： 

(4-17) 

 

(4-18) 

 
 

 

xθ 为第θ 个个体违反约束条件的程度（排序后）， 0.2Nθ = 。ε 值不断更新，

直到迭代次数达到所需要控制的代数 cT 。当迭代次数超过 cT 时，ε 得值被置为

0，从而来获得违反约束条件程度最小的解。 

4.3.2 档案群体的更新 

这里我们引入一种基于ε -dominance 原理的多目标优化进化算法。搜索空

间被划分为许多网格，每个网格只能被一个个体所占用，以此来维持解的多样

性。虽然与 PAES 及其后继的改进算法中多样性的方法类似，但ε -dominance

更具通用性，在算法中，采用两个种群，一个进化种群 ( )P t ，一个档案种群

(0) ( )

(0)(1 ) , 0
( )

0,

cp
c

c

c

x
t t T

Tt
t T

θε φ

ε
ε

=

⎧ − < <⎪= ⎨
⎪ ≥⎩
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( )E t . ( )P t 中产生的非劣个体同档案群体中的每一个个体进行比较，档案中的

每一个个体都有一个坐标向量 1 2( , ,... )T
mB B B B=  

min

min

( ) / , minimizing
( )

( ) / , maximizing

j j j j

j

j j j j

f f for f
B f

f f for f

ε

ε

⎧⎢ ⎥−⎪⎣ ⎦= ⎨
⎡ ⎤−⎪⎢ ⎥⎩

                  (4-19) 

m为目标个数。
min
jf 是第 j 个目标向量的最小可能值， jε 表示用户对第 j

个目标所能容忍的最小阈值，低于此值的两个目标对用户来说没有显著意义。

jε 的值同ε -dominance 中定义的值一样。如果在档案中存在个体 a，其B向量

优超子代个体 ic 的B 向量，即子代个体被档案中的个体优超，将此个体淘汰，

反之，如果子代个体 ic 的B向量优超档案种群中个体 a 的B向量，将 a 从档案

中删除，将子代个体添加到档案种群中。如果上述两种情况都不发生，则意味

着子代个体同档案中的个体ε -非劣。我们将此情况又分为两种：如果 ic 同档案

中的个体有相同的B向量值，比较两个个体到B向量之间的距离，如 ic 离B近，

则保留 ic 而将另一个体踢出；如果 ic 同档案中的个体不共用B向量，则将 ic 加

入到档案群体中。值得注意的是，在ε -MOEA 中，当 ic 同档案中的个体有相同

的B向量值时，先检查两个体是否非劣，然后再计算比较两个个体到B向量之

间的距离。我们可以证明，在本算法中所采取的方法和ε -MOEA 中的方法是等

价的，但显然我们所采取的方法更加简洁 。 

4.4 实验结果及其比较 

为了验证算法的有效性，我们将它与经典的多目标进化算法 NSGA2 和

ε -MOEA 进行实验比较，我们将在相同的实验环境下，选用标准的测试函数对

这三个算法进行评价、比较。 

4.4.1 评价方法： 

评价一个多目标进化算法的性能可以从两个方面去考虑： 

1、收敛性：评价所求解与非劣最优解趋近程度。 

2、分布性：评价所求解在目标空间分布是否均匀。 

针对上述两个标准，我们分别采取一种评价方法去比较三个算法的相关性

能。 

Generational distance(GD): 该方法介绍于[65]中，用来估计算法的最终解集

与全局非劣最优区域的趋近程度，计算如下： 
2

1

n
ii

GD d n
=

= ∑                                           (4-20) 



硕士学位论文  第四章 差异进化多目标优化算法 

 29

n是解集中个体的数目， id 是每个个体到全局非劣最优解的最小欧几里德距离。

GD 的值越小就说明解集越靠近全局非劣最优区域，如果GD =0 就说明算法的

解都在全局非劣最优区域上，这是最理想的情况。 

 
Spacing （SP）：Schott 提出该方法通过计算解集中的每个个体与邻居个体

的距离变化来评价解集在目标空间的分布情况[66]，其函数定义如下： 
2

1
1/( 1) ( )n

ii
SP n d d

=
= − ∗ −∑


                              (4-21) 

1 1 2 2min ( ( ) ( ) ( ) ( ) )i j i j
i jd f x f x f x f x= − + −

r r r r
， , 1,... ,i j n n= 是解集中

个体的数目，d 是所有 id 的平均值。如果SP =0 说明解集中所有个体之间的距

离都相等，分布均匀，SP 的值越小说明解集分布越均匀。 

4.4.2 测试函数及实验结果 

测试函数 ZDT1 

1 1min ( )f x x=  

2 1min ( ) ( )(1 / ( ))f x g x x g x= −  

2
( ) 1 9( ) /( 1)n

ii
g x x n

=
= + −∑  

subject to 0 1, 1,2,...30ix i≤ ≤ =  

ZDT1 具有一个连续的凸的 Pareto 前沿，图 4-5 是三个算法的求解结果。 
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图 4-5 测试函数 ZDT1 解的分布 

 

表 4-1 GD 的比较结果（ZDT1） 

GD Best Average Std.Dev 

NSGA-II 0.00725 0.00468 0.01452 

ε -MOEA 0.00245 0.00393 0.00124 

ZCDE 0.00208 0.00316 0.00108 
 

表 4-2 SP 的比较结果（ZDT1） 

SP Best Average Std.Dev 

NSGA-II 0.00627 0.00835 2.6674E-4 

ε -MOEA 0.00246 0.00471 1.5586E-4 

ZCDE 0.00192 0.00342 1.3365E-4 
  从 ZDT1 上的试验结果可以发现，ZCDE 在收敛性和分布性方面，均好于其

它两个算法。 
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测试问题 ZDT3 

1 1min ( )f x x=  

2 1 1 1min ( ) ( )(1 / ( ) sin(10 ) / ( ))f x g x x g x x x g xπ= − −  

2
( ) 1 9( ) /( 1)n

ii
g x x n

=
= + −∑  

subject to 0 1, 1,2,...30ix i≤ ≤ =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 4-6  测试函数 ZDT3 解的分布 

 
表 4-3  GD 的比较结果（ZDT3） 

GD Best Average Std.Dev 

NSGA-II 0.00340 0.00369 1.5437E-4 

ε -MOEA 0.00427 0.00487 1.8573E-4 

ZCDE 0.00358 0.00373 1.1225E-4 
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表 4-4  SP 的比较结果（ZDT3） 

SP Best Average Std.Dev 

NSGA-II 0.00405 0.00478 1.2136E-4 

ε -MOEA 0.00157 0.00241 1.1879E-4 

ZCDE 0.00138 0.00159 1.0458E-4 
 
从 ZDT3 的实验结果可以看出，和 ZDT1 类似，ZCDE 在收敛性及分布性

方面，均优于其它两个算法。 
测试问题 ZDT6 

6
1 1 1min ( ) 1 exp( 4 )sin (6 )f x x xπ= − −  

2
2 1min ( ) ( )(1 ( ( ) / ( )) )f x g x f x g x= −  

0.25

2
( ) 1 9 /( 1)n

ii
g x x n

=
⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∑  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 4-6  测试函数 ZDT6 解的分布 
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表 4-5  GD 的比较结果（ZDT6） 

GD Best Average Std.Dev 

NSGA-II 0.00346 0.00373 9.8571E-5 

ε -MOEA 0.00362 0.00395 8.3765E-5 

ZCDE 0.00324 0.00348 9.1642E-5 
 

表 4-6  SP 的比较结果（ZDT6） 

SP Best Average Std.Dev 

NSGA-II 0.00213 0.01423 1.7382E-4 

ε -MOEA 0.00152 0.00265 0.1009 

ZCDE 0.00139 0.00341 0.0946 
 

从实验结果可以看出，ZCDE 在收敛性和分布性上要优于 NSGA2 和

ε -MOEA。 
 
测试问题 OSY 

2 2 2 2 2
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图 4-7 测试函数 OSY 解的分布 

 

表 4-7  GD 的比较结果（OSY） 

GD Best Average Std.Dev 

NSGA-II 0.00196 0.00283 4.2983E-4 

ε -MOEA 0.00187 0.00275 1.4237E-4 

ZCDE 0.00175 0.00249 1.1975E-4 
 

表 4-8  SP 的比较结果（OSY） 

SP Best Average Std.Dev 

NSGA-II 0.00289 0.00359 1.0343E-4 

ε -MOEA 0.00312 0.00382 1.7588E-4 

ZCDE 0.00317 0.00386 1.8739E-4 
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在这个测试函数中，ZCDE 的收敛性，要优于 NSGA2 和ε -MOEA，但其分布

性较 NSGA2 要差些，主要原因是采用ε -domiance 比较时，容易丢失边界上的

一些解。 

4.5 小结 

本章首先对差异进化算法进行了详细介绍，接着，将差异进化算法引入到

多目标优化中，并对相关的研究工作进行了回顾。在个体比较时，将约束优化

中的ε -水平比较准则扩展到多目标优化中，采用ε -MOEA 中的方法来保持群

体的多样性，并对其进行了改进。最后通过对一些标准测试函数的实验，证明

算法既能很好地收敛到 Pareto 前沿又能保持较好的分布性。 
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第五章 多目标优化进化算法求解约束优化问题 

 

5.1 约束优化问题介绍 

约束优化问题(Constrained Optimization Problems， COPs)是工程应用领域

经常会遇到的一类数学规划问题.不失一般性，一个非线性规划问题(nonlinear 

programming， NLP)可描述为： 

minimize： ( )f xr    1 2( , , , ) n
nx x x x= ∈ℜr

L                        (5-1) 

subject to： ( ) 0,jg x ≤r
 1, ,j l= L                                (5-2) 

( ) 0,jh x =r
 1, ,j l m= + L                            (5-3) 

这里，x S∈Ω ⊆r
为决策向量，Ω为可行域，S 为决策空间.一般地，S 为

nℜ 中的n维长方体： ( ) ( )il i x u i≤ ≤ ， ( )l i ， ( )u i 为常数， 1, ,i n= L . ( )f xr ，

( )jg xr ， ( )jh xr 均为
nℜ 上的n元函数， ( )f xr 为目标函数， ( ) 0jg x ≤r

为第 j 个
不等式约束条件， ( ) 0jh x =r

为第 j 个等式约束条件. l 表示不等式约束条件的个

数， ( )m l− 表示等式约束条件的个数。 

定 义 4-1. Ω 为 问 题 (1) 的 可 行 域 (feasible region) 当 且 仅 当

{ | ( ) 0, 1, , ; ( ) 0, 1, ; }j jx g x j l h x j l m x SΩ= ≤ = = = + ∈r r r r
L L 。 

Ω在S 上的补集即为问题(1)的不可行域，可行域内的点称为可行解，不可

行域内的点称为不可行解 .如果任一不等式约束条件满足 ( ) 0jg x =r
，则称

( )jg xr 在 xr处活跃(active).显然，所有的等式约束条件 ( )jh xr ( 1,j l m= + L )对

于可行域Ω中的任意点均活跃。 

传统的优化方法求解这类问题时都是基于梯度的信息，只适用于目标函数

和约束条件可微的情形，而且求得的解多为局部最优解.进化算法(Evolutionary 

Algorithms， EAs)是一种模拟自然进化过程的全局优化方法，它通过选择、交

叉、变异等机制来提高个体的适应性.同传统优化方法相比，进化算法更适合于

求解约束优化问题.近十年来，利用进化算法求解约束优化问题已有许多学者进

行了广泛的研究，并且提出了大量的约束优化进化算法 (Constrained 

Optimization Evolutionary Algo- rithms， COEAs).文献[22]公布了 13 个相关的标

准测试函数，数值实验结果表明，现有的 COEAs 都不能很好的处理各种类型的

约束优化问题，如等式约束、不等式约束、混合约束等。 

本章首先将约束优化问题转换为多目标优化问题并利用多目标优化技术来

处理，接着提出了一个基于群体的算法发生器模型与一个不可行解存档和替换

机制.实验结果表明，新算法不仅能搜索到所有测试函数的最优解，而且其收敛

稳定性显著优于其他算法。 
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5.2 约束处理技术 
 

Michalewicz 等和 Coello 对当前较为流行的约束处理技术进行了广泛的调

查，并分别将它们划分为四类和五类。 

惩罚函数法是进化算法处理约束优化问题的常用方法，其本质是容许群体

中的个体在一定程度上违反约束条件，但必须对该个体依其违反约束条件的程

度进行惩罚以减小它被选择的概率.个体违反约束条件的程度由惩罚函数来确

定，大多数方法都采用如下途径构造惩罚函数。 

令                                          

 

                                        (5-4) 

 

表示个体 xr与第 j 个约束条件的距离，则 

                          (5-5) 

表示个体 xr到可行域的距离，也反映了个体 xr违法约束条件的程度。 

惩罚函数法分为：静态惩罚法、动态惩罚法、退火惩罚法、自适应惩罚法、

协同惩罚法、死惩罚法等.一般来说，自适应惩罚函数法[23]具有较好的优化效果，

因为它能利用搜索过程中的反馈信息动态的调节参数.最近，Farmani 等[24]提出

了一种自适应适应值表示法，该方法将惩罚分为两个阶段进行，但缺点是算法

的计算成本很高.惩罚函数法的主要缺点是罚参数的选取比较困难，而且算法的

性能强烈地依赖于参数的选取.同时文献[25]指出即使最具动态性的惩罚函数

法，对于无约束全局最优解与具有约束条件时的全局最优解相距很远的问题，

其优化效果不可能很好。 

同态映射法通过在立方体[ 1,1]n− 与可行域Ω之间建立映射关系，将约束优

化问题转化为无约束优化问题[26]。其缺点是当可行域非凸时算法的实现较为复

杂，而且算法需要初始可行解。 

近年来，将约束优化问题转换为多目标优化问题来处理受到了极大的重视.

这类算法的主要特点是将约束条件作为一个或多个目标看待。基于上述思想的

算法可分为两类：区分可行解与不可行解法和多目标优化法。 

区分可行解与不可行解法通常将约束优化问题重新定义为具有两个目标的

多目标优化问题，一般来说，其中一个目标为原问题的目标函数 ( )f xr ，另一个

目标为个体违反约束条件的程度 ( )G xr 。几种典型的算法有：Deb 提出了一种不

需要任何罚参数的联赛选择算子，并采用三个准则来比较成对的个体。该选择

算子的缺陷是难以发挥不可行解的作用，在群体中不能维持好的可行解与不可

max{0, ( )} 1
( )

| ( ) | 1
j

j
j

g x j l
G x

h x l j m
≤ ≤⎧

= ⎨ + ≤ ≤⎩

r
r

r

1
( ) ( )m

jj
G x G x

=
=∑r r
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行解比例。在提出的算法基础上，文献[26]认为在群体中保持一定比例的接近

可行域边界的不可行解，对于找到全局最优解很有帮助，并提出了一种新的个

体比较准则。实验表明，改进后的算法非常适合于求解全局最优解位于可行域

边界的一类约束优化问题，但参数ε 的合理选取通常比较困难，而且是依赖于

问题的.文献[22]通过定义概率 fp 来协调上述两个目标，并采用随机排序法选择

个体.但实验表明该算法对参数 fp 的选取比较敏感。 

多目标优化法的主要思想是将约束优化问题转换为多目标优化问题后，利

用多目标优化技术处理。在这类算法中，约束处理技术常常与多目标优化中的

以下几种机制相融合来选择个体：1)将 Pareto 优超关系作为个体选择准则；2)

通过 Pareto 排序定义个体的等级并使可行解具有比不可行解更高的等级值；3)

将主群体划分为若干个子群体，其中一个子群体将目标函数作为适应值函数来

评价个体，其余的子群体将相应的约束条件作为适应值函数来评价个体。 

其中几种典型的算法有：文献[67]提出了一种类似于向量评估遗传算法的

群体多目标技术，文献[68]提出了一种基于 Pareto 排序过程的方法，文献[69]

提出了一种基于优超关系的联赛选择方法，文献[70]提出了一种基于 Pareto 存

档进化策略的方法。为了评估基于多目标优化技术的约束处理方法的有效性，

Mezura 等[71]对其中四个较好的算法进行了实验比较.结果表明，作为比较个体

的方法，Pareto 优超关系具有比 Pareto 排序和群体法更好的优化性能.此外，文

献[71]得到的一个重要的结论是必须引进额外的机制来改进这类算法的有效性.

同时值得注意的是，上述方法大都是对多目标进化算法 (Multi-objective 

Evolutionary Algorithms， MOEAs)的简单模仿和借鉴，尽管已经将约束优化问

题转换为多目标优化问题，但其在与一般的多目标优化问题的求解上仍然具有

本质的区别.文献[72]利用向量之间的 Pareto 优于关系，在群体中通过定义个体

Pareto 强度值指标对个体进行排序.虽然通过 Pareto 强度值可以很方便地比较个

体优劣，但 Pareto 强度值具有很强的“欺骗性”.假设群体仅包含 5 个个体，它们

所对应的适应值向量分别为(2，0)，(1，0.1)，(1.1，0.2)，(1.2，0.3)和(1.3，0.4).

根据文献[72]，第二个个体具有最大的 Pareto 强度值.若第一个个体即为全局最

优解，则采用上述准则选择个体时便出现了失误。 

 

5.3 基于多目标优化的进化算法 

类似于 MOEAs，COEAs 也具有两个明确的目标：1)群体快速地靠近或进

入可行域;2)收敛于全局最优解.从上一节的分析中可以看出，现有的约束处理技

术存在的主要问题是如何设计合理的个体比较和选择准则，这直接影响着第二

个目标的实现.此外，约束优化问题的搜索空间由可行域和不可行域两部分组成.
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因而如何有效地利用不可行解显得尤为重要，特别是当全局最优解位于可行域

边界或可行域占整个搜索空间的比例相对较小时，而且它对第一个目标的实现

起着决定性的作用。 

基于以上考虑，本文提出了一类新的基于多目标优化的进化算法求解约束

优化问题.事实上，新算法属于第 2 节中定义的多目标优化法，它将约束优化问

题转换为具有两个目标的多目标优化问题，其中一个目标为 ( )f xr ，另一个目标

为 ( )G xr .为方便叙述，令 ( ) ( ( ), ( ))x f x G x=f r r r
。  

5.3.1 非劣个体替换策略 

本文中，我们仅考虑目标函数极小化的情况.对于极大化的情况，可将其转

化为极小化的情况来处理，值得注意的是，由于将约束优化问题转换为多目标

优化问题，定义 Pareto 最优解时应针对于原问题的定义域S 而不是可行域Ω . 

在 MOEAs 中，群体中的所有个体均被赋予等级(rank)，而且群体中的非劣

个体具有相同的等级值。例如，在文献[73]中非劣个体的等级值为 1，在文献[72]

中非劣个体的等级值为 0。与 MOEAs 不同的是，因为群体中的主要信息包含在

非劣个体中，所以我们感兴趣的仅仅是非劣个体，因而避免了对群体中其它个

体定义等级所带来的计算花销，这使得新算法更加的高效.辨识所有非劣个体的

时间复杂度为
2( )O MN ，其中，M 为目标个数， N 为群体规模。 

当子代群体中的非劣个体被选择后，它们将用来替换父代群体中的劣于个

体.根据非劣个体所具有的特征，可以得到以下三个重要的结论：1)非劣个体可

能由可行解、不可行解或部分可行解与不可行解组成；2)非劣个体中最多包含

一个可行解；2)子代群体非劣个体中的可行解可以 Pareto 优超父代群体中的可

行解或不可行解，但子代群体非劣个体中的不可行解只能 Pareto 优超父代群体

中的不可行解。 

5.3.2 基于群体的算法发生器模型 

作为进化算法的一个重要分支，近年来进化策略在处理约束优化问题时受

到了极大的重视.对此有以下两个原因：1)具有理论背景支持进化策略收敛；2)

进化策略的自适应机制对其处理约束搜索空间有一定的帮助。实验结果表明，

在相同的约束处理技术下采用进化策略时算法的整体性能明显优于遗传算法。

通过融合三个简单的个体比较准则，Mezura 等对几种不同的进化策略进行了实

验比较，结果表明对于具有高维搜索空间、非线性等式约束条件的测试函数，

利用进化策略不能得到很好的结果。同时还应注意到进化策略本身存在着一个

缺陷，即在进化策略中交叉操作往往被忽略。但就约束优化问题而言，可行解

与不可行解在一些重要的区域进行交叉对于找到全局最优解非常有帮助，特别
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是当最优解位于可行域边界时。尽管在进化策略中也可以使用交叉操作(如中间

交叉、离散交叉等)，但其搜索能力十分有限。 

此外，意识到二进制编码的缺陷，研究者提出了实数编码遗传算法

(Real-coded Genetic Algorith- m， RCGA).在 RCGA 中，交叉作为主要的搜索

操作能根据父代个体中的信息自适应地产生后代个体.Hajime 对采用自适应变

异的进化策略和采用 UNDX 杂交算子的 RCGA 进行了实验比较，结果显示，RCGA

在求解高维和多极值函数优化问题时性能占优。最近，Deb 提出了一个专门用

于实数编码的基于群体的算法发生器，它将寻优过程分为四个主要策略 

(plan)：1)选择策略(SP)，2)产生策略(GP)，3)替换策略(RP)，4)更新策略(UP)。

具体描述如下： 

Setp1.采用选择策略（selection plan）从B中选出u 个个体。 

Step2.利用繁殖策略（generation plan），从Q 中生成λ 个子代个体（集

合C）。 

Step3.采用一定的替换策略，从B中选出γ 个个体（集合R ）。 

Setp4.采用更新策略，从集合R，Q 和C中选出γ 个个体，更新集合R中

原来的γ 个个体。  

基于群体的算法发生器的主要优点是上述四个重要计划的功能分解。在上

述算法发生器的基础上，通过融合非劣个体替换策略，我们得到了以下计算模

型： 

该算法发生器的主要优点是将寻优的过程进行了功能分解，使得寻优过程

更加清晰。在此算法发生器的基础上，我们将非劣个体替换策略融入到其中，

得到以下的计算模型： 

Step1.随机从B中选出u 个个体 。 

Step2 B B Q= − 。 

Step3 利用 UNDX 交叉算子，从群体Q中产生 λ 个子代个体（群体C ）。 

Setp4 从群体C 的非劣个体中随机的选取一个个体，记为 1xr 。 

Step5 假定群体Q中有 n′ 个个体被 1xr 优超 

if 0n′ = ， then 

替换不发生； 

else if 1n′ = ， then  

被优超的个体用 1xr 替代；  

else  /*即 1n′ > */ 

随机选择一个被优超的个体，用 1xr 替代。 

end if  
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Step6 B B Q= U 。 

在群体进化过程中，n′是动态变化的.为了更合理地描述上述模型，我们

对 Deb 的算法发生器做了适当的修改，但这并不影响原算法发生器的正确性和

有效性。 

上述模型具有协调勘探和开采的能力：1)群体的方差反映了区域潜在的搜

索程度。在搜索早期，随机选择的若干个个体间具有较大的方差，因而利用这

些个体进行交叉产生的后代个体可以搜索到更广泛的区域;在搜索后期，群体中

的个体具有较小的方差，因而交叉生成的后代个体更加集中地分布在最优解附

近。2)子代群体中的非劣个体被选择并用来替换父代群体中的劣于个体(这里，

子代群体对应于集合C ，父代群体对应于集合Q )，这保证了群体在搜索早期对

全局信息的开采和在搜索后期对局部信息的开采。此外，上述模型具有较小的

选择压，能有效地保持群体的多样性。 

5.3.3 不可行解存档和替换机制 

约束优化问题与无约束优化问题的显著差别是，前者的搜索空间由可行域

和不可行域两部分组成.因此，两种区域占搜索空间的比例，全局最优解所处的

位置(位于可行域边界或可行域内部)和约束条件的类型(线性，非线性，等式，

不等式)均给搜索约束优化问题的全局最优解带来了困难。目前，研究者已经逐

渐意识到了不可行解对于找到全局最优解的重要性。文献[63]使得违反约束条

件很小且具有较小目标函数值的不可行解依然可行。文献[67]和[69]通过增加一

个多样性机制来发挥不可行解的作用。与上述方法不同的是，本文提出了一种

不可行解存档和替换机制来促使群体从不同的方向向可行域逼近，其主要思想

如下：当前子代群体的非劣个体中违反约束条件最小的不可行解(如果存在)被

保存到一个预先定义好的档案 A中，经过若干次迭代后，群体P (群体 P 对应于

5.3.2节中的集合B )中的部分个体将被存储在档案 A中的部分不可行解随机替

换.伪程序描述如下： 

R： 子代群体C中的非劣个体集。 

x̂： 最好的不可行解，它是指集合R中违反约束条件最小的不可行个体(如

果存在)。 

A： 档案，它用来存储最好的不可行解。 

1. if 种群P中存在可行解 then  

if 群体R中不存在可行解  

then  

ˆ:A A x= U     //将最好的不可行解保存 

end if 
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else     /*群体中没有可行解 */ 

if  群体R中存在不可行解 then 

ˆ:A A x= U     //将最好的不可行解保存 

end if 

end if 

2. if  mod ( gen ，
''m )=0 then 

从档案 A中随机选取一些个体，至多
''n ，替换从种群P 中随机选择

的同等数量的个体 

:A φ= ; 

end if 

这里，
''m 和

''n 均为用户设置的参数。上述程序具有很强的自适应性，因为

进行存档和替换的不可行解的个数随着进化代数的变化而变化。 

对于可行域占搜索空间比例较大的约束优化问题，上述机制对于找到全局

最优解的作用并不明显。因为在这种情况下，初始群体中包含着大量的可行解

而且在搜索早期可行解便可能被接收，因而不可行解存档和替换不会经常发生

除非集合R全部由不可行解组成，但这种情况发生的概率很小。 

然而，对于可行域占搜索空间比例较小的约束优化问题，上述机制对于找

到全局最优解非常有效。在这种情况下，因为在进化早期集合R经常由不可行

解组成，这样不可行解存档和替换将频繁地发生，因此上述机制会不断地引导

群体向可行域靠近.随后在一般情况下，1)如果最优解位于可行域边界，则根据

非劣个体替换策略，全局最优解的搜索将从可行域边界两边同时进行；2)如果

最优解位于可行域内部，则根据非劣个体替换策略，大约在搜索中期以后，群

体中的可行解会不断增多，最后群体收敛于全局最优解。此外，该机制还可以

作为一个多样性操作来维持群体中可行解与不可行解之间的比例。 

5.3.4 重组算子 

在实数编码遗传算法中，广泛使用的交叉算子有单形交叉，模拟二进制交

叉，单峰正态分布交叉(UNDX)等。本文采用单峰正态分布交叉(UNDX)作为惟一

的重组算子，它基于单峰的正态分布来产生后代个体且不需要个体的适应值信

息.在
nR 中，随机选取 1μ − 个独立的父体向量( , 1, , 1ix i n= +r

L )，计算这些

个体的中心点 g 。以此中心点，形成 1μ − 个方向向量
( ) ( ) ( )i i id x g= − ，方向余

眩为
( ) ( ) ( )/i i ie d d= 。然后，计算出另一个随机选出的父体向量与中心点形成

的方向向量
( )ux g− 到所有方向余弦

( )ie 的最短距离（正交） D 。设
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( )je ( , ... ,j n n xμ= 为变量 的维数）是所有余弦向量所形成的子空间的扩展正

交基。子代个体依如下公式产生： 

1
( ) ( ) ( )

1

n
i i i i

i
i i u

y g d e De
μ

ω υ
−

= =

= + +∑ ∑                        (5-6) 

5.3.5 整体流程 

在上述几节对所提出的算法详细描述的基础上，新算法的整体流程如下： 

1   选择合适的参数，随机产生初始种群 P。（操作 1） 

2   采用算法发生器模型，对种群进行进化。 

3   实施不可行解的存档与替换策略。 (操作 2) 

4   终止：满足停机准则，停止；否则，去第 2步。 

其中，停机准则可以是用户能够接受的一个解或者是一个预先设定好的适

应值函数评价次数.值得注意的是，在群体进化过程中，子代群体中的非劣个体

数，从档案 A中选出的用于替换群体P中个体的个体数都是动态变化的。 

正如已经讨论的那样，COEAs 具有两个明确的目标.为了实现第一个目标，

上述整体流程中的操作 2 可以不断地促使群体向可行域靠近；为了实现第二个

目标，上述整体流程提供了另外一个操作(操作 1)使得群体能够收敛于全局最

优解。同时，随着群体逐步进入可行域，操作 2 的影响将变得越来越小，这有

利于群体后期的收敛。 

为了评估新算法的全局优化性能，我们选取 6 个常用的标准测试函数进行

试验研究。它们都是高维的带约束条件的函数优化     问题，约束条件有等式

约束，不等式约束以及两者的混合。 
 
Minimize：  

4 4 132
1 1 5

1( ) 5 5i i ii i i
G x x x x

= = =
= − −∑ ∑ ∑r

 

subject to： 

1 1 2 10 11( ) 2 2 10 0g x x x x x= + + + − ≤r
， 

2 1 3 10 12( ) 2 2 10 0g x x x x x= + + + − ≤r
， 

3 2 3 11 12( ) 2 2 10 0g x x x x x= + + + − ≤r
， 

4 1 10( ) 8 0g x x x= − + ≤r
， 5 2 11( ) 8 0g x x x= − + ≤r

， 

6 3 12( ) 8 0g x x x= − + ≤r
， 

7 4 5 10( ) 2 0g x x x x= − − + ≤r
， 

8 6 7 11( ) 2 0g x x x x= − − + ≤r
， 

9 8 9 12( ) 2 0g x x x x= − − + ≤r
， 
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0 1ix≤ ≤ ( 1, ,9)i = L
，

0 100ix≤ ≤ ( 10,11,12)i =
， 130 1x≤ ≤

. 

已知最优解为 *xr =(1,1,1,1,1,1,1,1,1,3,3,3,1)， ( *)f xr =15.约束条件 1g ，

2g ， 3g 7g ， 8g 和 9g 活跃。 

 

Maximize：  

 
4 2

11

2
1

cos ( ) 2 cos ( )
2( )

n n
i i ii

n
ii

x x
G x

ix

==

=

− ∏
= ∑

∑
r

 

subject to： 

1 1( ) 0.75 0n
i ig x x== − ∏ ≤r

， 

2 1
( ) 7.5 0n

ii
g x x n

=
= − ≤∑r

， 

0 10ix≤ ≤ ( 1, , )i n= L ， 20n = . 

全局最优解未知，目前公布的最好结果为 ( *)f x =r
0.803619.约束条件 1g 几乎

活跃
8

1( 10 )g −= − 。 

 

Minimiz： 
2
3 1 5 13( ) 5.3578547 0.8356891 37.293239 40792.141G x x x x x= + + −r

 

subject to： 

1 2 5 1 4 3 6( ) 85.334407 0.0056858 0.0006262 0.0022053 92 0g x x x x x x x= + + + − ≤r

2 2 5 1 4 3 6( ) 85.334407 0.0056858 0.0006262 0.0022053 0,g x x x x x x x= − − − + ≤r

2
3 2 5 1 2 3( ) 80.51249 0.0071317 0.0029955 0.0021813 110 0,g x x x x x x= + + + − ≤r

2
4 2 5 1 2 3( ) 80.51249 0.0071317 0.0029955 0.0021813 90 0,g x x x x x x= − − − − + ≤r

5 3 5 1 3 3 4( ) 9.300961 0.0047026 0.0012547 0.0019085 25 0,g x x x x x x x= + + + − ≤r

6 3 5 1 3 3 4( ) 9.300961 0.0047026 0.0012547 0.0019085 20 0,g x x x x x x x= − − − − + ≤r

178 102x≤ ≤ ， 233 45x≤ ≤ ，27 45ix≤ ≤ ( 3,4,5)i = . 

已 知 最 优 解 为 *xr =(78,33,29.995256025682,45, 36.775812905788) ，

( *)f x =r
-30665.539.约束条件 1g 和 6g 活跃。 

 

Minimize： 
2 2 2

1 2 1 2 1 2 34( ) 14 16 ( 10)G x x x x x x x x= + + − − + −r
 

 

2 2 2 2
4 5 6 7

2 2 2
8 9 10

4( 5) ( 3) 2( 1) 5

7( 11) 2( 10) ( 7) 45

x x x x

x x x

+ − + − + − +

+ − + − + − +
 

subject to： 
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1 1 2 7 8( ) 105 4 5 3 9 0g x x x x x= − + + − + ≤r
， 

2 1 2 7 8( ) 10 8 17 2 0g x x x x x= − − + ≤r
， 

3 1 2 9 10( ) 8 2 5 2 12 0g x x x x x= − + + − − ≤r
， 

2 2 2
4 1 2 3 4( ) 3( 2) 4( 3) 2 7 120 0g x x x x x= − + − + − − ≤r

， 
2 2

5 1 2 3 4( ) 5 8 ( 6) 2 40 0,g x x x x x= + + − − − ≤r
 

2 2
6 1 2 1 2 5 6( ) 2( 2) 2 14 6 0,g x x x x x x x= + − − + − ≤r

 
2 2 2

7 1 2 5 6( ) 0.5( 8) 2( 4) 3 30 0,g x x x x x= − + − + − − ≤r
 

2
8 1 2 9 10( ) 3 6 12( 8) 7 0,g x x x x x= − + + − − ≤r

 

10 10ix− ≤ ≤ ( 1, ,10)i = L . 

已知最优解为 *x =r
(2.171996，2.363683，8.773926，5.095984， 0.9906548，

1.430574，1.321644，9.828726，8.280092，8.375927)， =*)(xf
r

24.3062091.

约束条件 1g ， 2g ， 3g ， 4g ， 5g 和 6g 活跃。 

 

Minimize： 
2 2 4 2

1 2 3 45( ) ( 10) 5( 12) 3( 11)G x x x x x= − + − + + −r
 

6 2 4
5 6 7 6 7 6 710 7 4 10 8x x x x x x x+ + + − − −  

subject to： 
2 4 2

1 1 2 3 4 5( ) 127 2 3 4 5 0g x x x x x x= − + + + + + ≤r
， 

2
2 1 2 3 4 5( ) 282 7 3 10 0g x x x x x x= − + + + + − ≤r

， 
2 2

3 1 2 6 7( ) 196 23 6 8 0g x x x x x= − + + + − ≤r
， 

2 2 2
4 1 2 1 2 3 6 7( ) 4 3 2 5 11 0g x x x x x x x x= + − + + − ≤r

， 

10 10ix− ≤ ≤ ( 1, ,7)i = L . 

已知最优解为 *x =r
(2.330499，1.951372，-0.4775414， 4.365726，-0.6244870，

1.1038131，1.594227)，
*( )f xr = 680.600573.约束条件 1g 和 4g 活跃。 

 

Minimize： 

1 2 36( )G x x x x= + +r
 

subject to： 

1 4 6( ) 1 0.0025( ) 0g x x x= − + + ≤r
， 

2 5 7 4( ) 1 0.0025( ) 0g x x x x= − + + − ≤r
， 

3 8 5( ) 1 0.01( ) 0g x x x= − + − ≤r
， 

4 1 6 4 1( ) 833.33252 100 83333.333 0g x x x x x= − + + − ≤r
， 

5 2 7 5 2 4 4( ) 1250 1250 0g x x x x x x x= − + + − ≤r
， 

6 3 8 3 5 5( ) 1250000 2500 0g x x x x x x= − + + − ≤r
， 
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1100 10000x≤ ≤ ，1000 10000ix≤ ≤ ( 2,3)i = ，10 1000ix≤ ≤ ( 4, ,8)i = L . 

已知最优解为 *x =r
(579.3167，1359.943，5110.071，182.0174， 295.5985，

217.9799，286.4162，395.5979)， ( *)f xr =7049.3307.约束条件 1g ， 2g 和 3g 活

跃。 

数值实验在 MATALAB 中完成，对每个测试函数，我们进行了 30 次独立的实

验，在实验中，群体规模设置为 50，UNDX 中父体个数μ 取为 1n + ： 

此外， 1nμ = + ， 10λ = ，
'' 10m = ，

'' 2n = 。 

5.3.6 实验结果分析 

 
表 5-1 实验结果比较 

fun G1 G2 G3 G4 G5 G6 
optimal -15.000000  -0.803619 -30665.539 24.3062091 680.6300573 7049.3307 

MOCO -15.000000  -0.803619 -30665.539 24.3062091 680.6300573 7049.248021 

RY -15.000000  -0.803515 -30665.539 24.307 680.63 7054.316 Best 
SAFF -15.000000  -0.80297 -30665.5 24.48 680.64 7061.34 

MOCO -15.000000  -0.80322 -30665.539 24.3062091 680.6300573 7049.248021 

RY -15.000000  -0.781975 -30665.539 24.374 680.656 7559.192 Mean 
SAFF -15.000000  -0.7901 -30665.2 26.58 680.72 7627.89 

MOCO -15.000000  -0.792608 -30665.539 24.3062091 680.6300573 7049.248023 

RY -15.000000  -0.726288 -30665.539 24.642 680.763 8835.655 Worst 

SAFF -15.000000  -0.76043 -30663.3 28.4 680.87 8288.79 

 

为了对比，我们将新算法的运行结果(记为 MOCO)与另外两个较好的约束

优化进化算法进行了比较，它们分别为文献[22]中的随机排序法(记为 RY)和文

献[24]中的自适应适应值表示法(记为 SAFF).比较结果见表 4。从表 4 中可以看

出，MOCO 在最优结果，平均结果，最差结果等性能指标方面显著占优.尽管其

它两个算法提供了非常好的实验结果，但绝大部分结果都与 MOCO 得到的结果

相符或比它差。另一方面，因为等式约束条件转换为成对的不等式约束条件，

RY中的有实验些结果要优于已知的最好结果(用黑体表示)，但这并不意味着RY

找到了更好的最优解。 

在本文的实验中，MOCO 对 6 个测试问题(除对 G2 有两次陷入局部最优外)

一致地找到了全局最优解。然而 RY 和 SAFF 却极易陷入局部最优，特别是对

其中几个复杂的测试函数，如 G2，G4，G5 和 G6 等.对于高维多峰测试函数 G2 ，

RY 和 SAFF 不能找到精确的最优解，对于具有很高约束的测试函数 G6，RY 和

SAFF 所得到的结果仍远离最优解。而且对于测试函数 G6 ，这两个算法在找到

可行解方面都存在着困难，例如，RY 在 30 次实验中仅 7 次找到了可行解，SAFF
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在 20 次实验中找到可行解的次数为 16 次。 

从以上比较研究中可以看出，无论在解的质量上还是在计算代价上，MOCO

都优于其它两个算法。 

5.4 结论 

基于多目标优化技术，本章提出了一类新的进化算法求解约束优化问题.在

新算法中，父代群体中的个体可能被替换如果它们劣于子代群体中的非劣个体。

此外，新算法还包括两个重要的操作，其一是一个基于群体的算法发生器模型，

其二是一个不可行解存档和替换机制.约束优化进化算法具有两个明确的目标，

通过上述两个操作可以在一定程度上实现这两个目标。 

从实验结果可以看出，新算法具有很强的处理各种类型约束优化问题的能

力.同其它算法相比，新算法的实验结果在诸多方面都显著占优.更为重要的是新

算法能搜索到所有测试函数的最优解。 

今后的工作将从两方面展开，一方面采用或设计更具广泛性和典型性的测

试函数来验证新算法，另一方面将算法推广到多目标约束优化问题。 
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第六章 总结与展望 

6.1 论文工作总结 

总结全文，在以下几个方面提出了一些有一定的创新性的方法： 

1、将多目标属性决策方法中的 ELECTRE 法引入到多目标优化进化算法中，

提出了一种新的多目标优化算法。构造出一种新的超序关系对个体进行排

序，并证明了该超序关系比 Pareto 优劣关系弱，利用此超序关系能增强进

化过程中的选择压，加快收敛速度。 

2、提出了一种基于差异进化的多目标优化算法，利用ε 优超关系来保存进化

中的非劣个体 ，并对ε -MOEA 算法中个体存档准则进行了改进。将ε -

水平比较准则引入到算法中，通过对一系列标准的测试函数进行实验，实

验结果表明该算法在保持解集分布性和收敛性方面非常有效。 

3、将多目标优化思想引入到约束优化中，提出了非劣个体替换准则，为了有

效利用不可行解，提出了一种不可行解保存和替换机制，对 6 个测试函数

进行了测试，测试结果表明该算法优于其它算法。 

6.2  下一步的研究方向 

进一步的主要研究有： 

1、多目标的进化机理，以及进化个体之间的内在联系和进化的一般规

律。 

2、多目标进化算法收敛性的研究。 

3、将聚类，主成分分析法，回归分析等引入到多目标优化进化算法中，

用以降低目标的维数。 

4、构造 Pareto 最优解集（或支配集）的方法。 

5、用多目标进化算法解决实际问题。 
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