全等三角形倍长中线

三角形中线的定义：三角形顶点和对边中点的连线 

三角形中线的相关定理： 直角三角形斜边的中线等于斜边的一半 

等腰三角形底边的中线三线合一(底边的中线、顶角的角平分线、底边的高重合)

见到中线(中点)，我们可以联想的内容无非是倍长中线以及中位线定理(以后还要学习中线长公式)，尤其是在涉及线段的等量关系时，倍长中线的应用更是较为常见．
例1、已知：
[image: image1.wmf]ABC

D

中，
[image: image2.wmf]AM

是中线．求证：
[image: image3.wmf]1

()

2

AMABAC

<+

．
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【解析】 如图所示，延长
[image: image5.wmf]AM

到
[image: image6.wmf]D

，使
[image: image7.wmf]DMAM

=

，连结
[image: image8.wmf]BD

，

利用
[image: image9.wmf]SAS

证得
[image: image10.wmf]ACM

D

≌
[image: image11.wmf]DBM

D

，∴
[image: image12.wmf]BDAC

=



[image: image13.wmf]ABD

D

中，
[image: image14.wmf]ADABBD

<+

，∴
[image: image15.wmf]2

AMABAC

<+


∴
[image: image16.wmf]1

()

2

AMABAC

<+


练习：在
[image: image17.wmf]ABC

D

中，
[image: image18.wmf]5,9

ABAC

==

，则
[image: image19.wmf]BC

边上的中线
[image: image20.wmf]AD

的长的取值范围是什么？

【解析】 中线倍长，
[image: image21.wmf]27

AD

<<


例2、如图，
[image: image22.wmf]ABC

D

中，
[image: image23.wmf]<

ABAC

，
[image: image24.wmf]AD

是中线．求证：
[image: image25.wmf]<

DACDAB

ÐÐ

．
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【解析】 延长
[image: image28.wmf]AD

到
[image: image29.wmf]E

，使
[image: image30.wmf]ADDE

=

，连结
[image: image31.wmf]BE

．

在
[image: image32.wmf]ADC

D

和
[image: image33.wmf]EDB

D

中


[image: image34.wmf]ADED

ADCEDB

DCDB

=

ì

ï

Ð=Ð

í

ï

=

î

   ∴
[image: image35.wmf]ADCEDB

DD

≌


∴
[image: image36.wmf]ACEB

=

，
[image: image37.wmf]CADBEA

Ð=Ð


在
[image: image38.wmf]ABE

D

中，∵
[image: image39.wmf]<

ABAC

，∴
[image: image40.wmf]ABEB

<


∴
[image: image41.wmf]<

AEBEAB

ÐÐ

，∴
[image: image42.wmf]<

DACDAB

ÐÐ

．(如果取
[image: image43.wmf]AB

中点用中位线也可证，目前还不能)

例3、如图，已知在
[image: image44.wmf]ABC

D

中，
[image: image45.wmf]AD

是
[image: image46.wmf]BC

边上的中线，
[image: image47.wmf]E

是
[image: image48.wmf]AD

上一点，延长
[image: image49.wmf]BE

交
[image: image50.wmf]AC

于
[image: image51.wmf]F

，
[image: image52.wmf]AFEF

=

，求证：
[image: image53.wmf]ACBE

=

．
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【解析】 延长
[image: image56.wmf]AD

到
[image: image57.wmf]G

，使
[image: image58.wmf]DGAD

=

，连结
[image: image59.wmf]BG


∵
[image: image60.wmf]BDCD

=

，
[image: image61.wmf]BDGCDA

Ð=Ð

，
[image: image62.wmf]ADGD

=


∴
[image: image63.wmf]ADCGDB

DD

≌


∴
[image: image64.wmf]ACGB

=

．
[image: image65.wmf]GEAF

Ð=Ð


又∵
[image: image66.wmf]AFEF

=

，∴
[image: image67.wmf]EAFAEF

Ð=Ð


∴
[image: image68.wmf]GBED

Ð=Ð


∴
[image: image69.wmf]BEBG

=

，∴
[image: image70.wmf]BEAC

=

．

例4、如图，在

[image: image71.wmf]ABC

D




中，交
[image: image73.wmf]BC

于点
[image: image74.wmf]D

，点
[image: image75.wmf]E

是
[image: image76.wmf]BC

中点，
[image: image77.wmf]EFAD

∥

交
[image: image78.wmf]CA

的延长线于点
[image: image79.wmf]F

，交
[image: image80.wmf]EF

于点
[image: image81.wmf]G

，若
[image: image82.wmf]BGCF

=

，求证：
[image: image83.wmf]AD

为
[image: image84.wmf]ABC

D

的角平分线．
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【解析】 延长
[image: image87.wmf]FE

到点
[image: image88.wmf]H

，使
[image: image89.wmf]HEFE

=

，连结
[image: image90.wmf]BH

．

在
[image: image91.wmf]CEF

D

和
[image: image92.wmf]BEH

D

中


[image: image93.wmf]CEBE

CEFBEH

FEHE

=

ì

ï

Ð=Ð
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ï

=

î


∴
[image: image94.wmf]CEFBEH

DD

≌


∴
[image: image95.wmf]EFCEHB

Ð=Ð

，
[image: image96.wmf]CFBHBG

==


∴
[image: image97.wmf]EHBBGE

Ð=Ð

，而
[image: image98.wmf]BGEAGF

Ð=Ð


∴
[image: image99.wmf]AFGAGF

Ð=Ð


又∵
[image: image100.wmf]EFAD

∥


∴
[image: image101.wmf]AFGCAD

Ð=Ð

，
[image: image102.wmf]AGFBAD

Ð=Ð


∴
[image: image103.wmf]CADBAD

Ð=Ð


∴
[image: image104.wmf]AD

为
[image: image105.wmf]ABC

D

的角平分线．

例5、已知△ABC，
[image: image106.wmf]BACB

Ð=Ð

，D，E分别是AB及AC延长线上的一点，且BD=CE，连接DE交底BC于G，求证GD=GE．
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【解析】  (等腰三角形、线段相等)

(一)过E作EF∥AB，交BC的延长线于F，则∠B=∠F
∵∠3=∠4 ，∠3=∠B ∴∠4=∠F
∴CE=EF 在△GEF与△GDB中，


[image: image108.wmf]12

DBCEEF

BF

Ð=Ð
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Ð=Ð

î


∴△GFE≌△GBD  ∴
[image: image109.wmf]DGGE

=


证明(二)

[image: image110.emf]�
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过D，E分别作直线DK⊥CB，EF⊥CB
∵∠1=∠2  ∠2=∠B  ∴∠1=∠B
又 ∵BD=CE  ∴Rt△BDK≌△CEF  ∴DK=EF
又∵∠3=∠4．∴Rt△DKG≌Rt△EFG∴GD=GE
证明(三)

[image: image111.emf]�
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过D 点作DK∥AC交BC于K
过D 点作DF∥BC交AC于F
∴ 四边形DKCF是开行四边形

∴ DK=FC  ∠1=∠C
∵∠C=∠B  ∴∠1=∠B
∴DB=DK=CE=CF
∴C是EF中点，∴BC∥DF
∴G是DE中点，∴DG=EG
注(此题还有他法，可补充)

例6、已知
[image: image112.wmf]AM

为
[image: image113.wmf]ABC

D

的中线，
[image: image114.wmf]AMB

Ð

，
[image: image115.wmf]AMC

Ð

的平分线分别交
[image: image116.wmf]AB

于
[image: image117.wmf]E

、交
[image: image118.wmf]AC

于
[image: image119.wmf]F

．求证：
[image: image120.wmf]BECFEF

+>

．
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【解析】 延长
[image: image123.wmf]FM

到
[image: image124.wmf]N

，使
[image: image125.wmf]MNMF

=

，连结
[image: image126.wmf]BN

、
[image: image127.wmf]EN

．
易证
[image: image128.wmf]BNM

D

≌
[image: image129.wmf]CFM

D

，∴
[image: image130.wmf]BNCF

=

，

又∵
[image: image131.wmf]AMB

Ð

，
[image: image132.wmf]AMC

Ð

的平分线分别交
[image: image133.wmf]AB

于
[image: image134.wmf]E

、交
[image: image135.wmf]AC

于
[image: image136.wmf]F

，

∴
[image: image137.wmf]90

EMFEMN

Ð=Ð=

o

，

利用
[image: image138.wmf]SAS

证明
[image: image139.wmf]EMN

D

≌
[image: image140.wmf]EMF

D

，∴
[image: image141.wmf]ENEF

=

，

在
[image: image142.wmf]EBN

D

中，
[image: image143.wmf]BEBNEN

+>

，∴
[image: image144.wmf]BECFEF

+>

．

例7、已知：如图，梯形
[image: image145.wmf]ABCD

中，
[image: image146.wmf]ADBC

∥

，点
[image: image147.wmf]E

是
[image: image148.wmf]CD

的中点，
[image: image149.wmf]BE

的延长线与
[image: image150.wmf]AD

的延长线相交于点
[image: image151.wmf]F

．求证：
[image: image152.wmf]BCEFDE

DD

≌

．
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【解析】 ∵点
[image: image154.wmf]E

是
[image: image155.wmf]DC

中点

∴
[image: image156.wmf]DECE

=


又∵
[image: image157.wmf]ADBC

∥

，
[image: image158.wmf]F

在
[image: image159.wmf]AD

延长线上

∴
[image: image160.wmf]DFECBE

Ð=Ð

，
[image: image161.wmf]FDEBCE

Ð=Ð

 

在
[image: image162.wmf]BCE

D

与
[image: image163.wmf]FDE

D

中


[image: image164.wmf]EBCEFD

ECBEDF

CEDE

Ð=Ð

ì
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Ð=Ð

í
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=

î

     ∴
[image: image165.wmf]()

BCEFDEAAS

DD

≌


例8、如图，在
[image: image166.wmf]ABC

D

中，
[image: image167.wmf]D

是
[image: image168.wmf]BC

边的中点，
[image: image169.wmf]F

，
[image: image170.wmf]E

分别是
[image: image171.wmf]AD

及其延长线上的点，
[image: image172.wmf]CFBE

∥

．求证：
[image: image173.wmf]BDECDF

DD

≌

．
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【解析】 ∵
[image: image175.wmf]CFBE

∥

，∴
[image: image176.wmf]EBDFCD

Ð=Ð

．

又∵
[image: image177.wmf]BDECDF

Ð=Ð

，
[image: image178.wmf]BDCD

=

，

∴
[image: image179.wmf]BDECDF

DD

≌

．

例9、在
[image: image180.wmf]Rt

ABC

D

中，
[image: image181.wmf]F

是斜边
[image: image182.wmf]AB

的中点，
[image: image183.wmf]D

、
[image: image184.wmf]E

分别在边
[image: image185.wmf]CA

、
[image: image186.wmf]CB

上，满足
[image: image187.wmf]90

DFE

Ð=°

．若
[image: image188.wmf]3

AD

=

，
[image: image189.wmf]4

BE

=

，则线段
[image: image190.wmf]DE

的长度为_________．
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【解析】 如图、延长
[image: image192.wmf]DF

至点
[image: image193.wmf]G

，使得
[image: image194.wmf]DFFG

=

，联结
[image: image195.wmf]GB

、
[image: image196.wmf]GE

．

由
[image: image197.wmf]AFFB

=

，有


[image: image198.wmf]ADFBGF

DD

≌



[image: image199.wmf]3

BGAD

Þ==



[image: image200.wmf]ADFBGF

ÞÐ=Ð



[image: image201.wmf]ADGB

Þ

∥



[image: image202.wmf]180

GBEACB

ÞÐ+Ð=°



[image: image203.wmf]90

GBE

ÞÐ=°



[image: image204.wmf]22

5

GEGBEB

Þ=+=

．

又
[image: image205.wmf]DFFG

=

，
[image: image206.wmf]EFDG

^



[image: image207.wmf]5

DEGE

Þ==

．
例10、如图所示，在
[image: image208.wmf]ABC

D

和
[image: image209.wmf]ABC

¢¢¢

D

中，
[image: image210.wmf]AD

、
[image: image211.wmf]AD

¢¢

分别是
[image: image212.wmf]BC

、
[image: image213.wmf]BC

¢¢

上的中线，且
[image: image214.wmf]ABAB

¢¢

=

，
[image: image215.wmf]ACAC

¢¢

=

，
[image: image216.wmf]ADAD

¢¢

=

，求证
[image: image217.wmf]ABCABC

¢¢¢

DD

≌

．
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      [image: image219.emf]�
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【解析】 如图所示，分别延长
[image: image220.wmf]AD

、
[image: image221.wmf]AD

¢¢

至
[image: image222.wmf]E

、
[image: image223.wmf]E

¢

，使
[image: image224.wmf]DEAD

=

，
[image: image225.wmf]DEAD

¢¢¢¢

=

．

连接
[image: image226.wmf]BE

、
[image: image227.wmf]BE

¢¢

，则
[image: image228.wmf]2

AEAD

=

，
[image: image229.wmf]2

AEAD

¢¢¢¢

=

．

因为
[image: image230.wmf]ADAD

¢¢

=

，所以
[image: image231.wmf]AEAE

¢¢

=

．

在
[image: image232.wmf]ADC

D

和
[image: image233.wmf]EDB

D

中，
[image: image234.wmf]ADED

=

，
[image: image235.wmf]ADCEDB

Ð=Ð

，
[image: image236.wmf]BDCD

=

，

故
[image: image237.wmf]ADCEDB

DD

≌

，从而
[image: image238.wmf]ACEB

=

，
[image: image239.wmf]ECAD

Ð=Ð

．

同理，
[image: image240.wmf]'

ADCEDB

¢¢¢¢¢

DD

≌

，则
[image: image241.wmf]ACEB

¢¢¢¢

=

，
[image: image242.wmf]ECAD

¢¢¢¢

Ð=Ð

．

因为
[image: image243.wmf]ACAC

¢¢

=

，所以
[image: image244.wmf]BEBE

¢¢

=

．

在
[image: image245.wmf]ABE

D

和
[image: image246.wmf]ABE

¢¢¢

D

中，
[image: image247.wmf]ABAB

¢¢

=

，
[image: image248.wmf]BEBE

¢¢

=

，
[image: image249.wmf]AEAE

¢¢

=

，

所以
[image: image250.wmf]ABEABE

¢¢¢

DD

≌

，从而
[image: image251.wmf]EE

¢

Ð=Ð

，
[image: image252.wmf]BAEBAE

¢¢¢

Ð=Ð

，故
[image: image253.wmf]CADEECAD

¢¢¢¢

Ð=Ð=Ð=Ð

，则
[image: image254.wmf]BACBAC

¢¢¢

Ð=Ð

．

在
[image: image255.wmf]ABC

D

和
[image: image256.wmf]ABC

¢¢¢

D

中，
[image: image257.wmf]ABAB

¢¢

=

，
[image: image258.wmf]BACBAC

¢¢

Ð=Ð

，
[image: image259.wmf]ACAC

¢¢

=

，故
[image: image260.wmf]ABCABC

¢¢¢

DD

≌

．

练习

1、如图，在等腰
[image: image261.wmf]ABC

D

中，
[image: image262.wmf]ABAC

=

，
[image: image263.wmf]D

是
[image: image264.wmf]BC

的中点，过
[image: image265.wmf]A

作
[image: image266.wmf]AEDE

^

，
[image: image267.wmf]AFDF

^

，且
[image: image268.wmf]AEAF

=

．求证：
[image: image269.wmf]EDBFDC

Ð=Ð

．
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【解析】 本题相对例题简单一些．

连结
[image: image272.wmf]AD

，则
[image: image273.wmf]ADBC

^

．

∵
[image: image274.wmf]AEAF

=

，
[image: image275.wmf]ADAD

=

，∴
[image: image276.wmf]RtRt

AEDAFD

DD

≌


∴
[image: image277.wmf]ADEADF

Ð=Ð

，∴
[image: image278.wmf]EDBFDC

Ð=Ð

．

2、如图，已知在
[image: image279.wmf]ABC

D

中，
[image: image280.wmf]AD

是
[image: image281.wmf]BC

边上的中线，
[image: image282.wmf]E

是
[image: image283.wmf]AD

上一点，且
[image: image284.wmf]BEAC

=

，

延长
[image: image285.wmf]BE

交
[image: image286.wmf]AC

于
[image: image287.wmf]F

，
[image: image288.wmf]AF

与
[image: image289.wmf]EF

相等吗？为什么？
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【解析】 延长
[image: image291.wmf]AD

到
[image: image292.wmf]G

，使
[image: image293.wmf]DGAD

=

，连结
[image: image294.wmf]BG


∵
[image: image295.wmf]BDCD

=

，
[image: image296.wmf]BDGCDA

Ð=Ð

，
[image: image297.wmf]ADGD

=


∴
[image: image298.wmf]ADCGDB

DD

≌

．

∴
[image: image299.wmf]ACGB

=

．
[image: image300.wmf]GEAF

Ð=Ð


又∵
[image: image301.wmf]BEAC

=

，∴
[image: image302.wmf]BEBG

=


∴
[image: image303.wmf]GBED

Ð=Ð

，而
[image: image304.wmf]BEDAEF

Ð=Ð


∴
[image: image305.wmf]AEFFAE

Ð=Ð

，故
[image: image306.wmf]FAFE

=

．

3、如右下图，在
[image: image307.wmf]ABC

D

中，若
[image: image308.wmf]2

BC

Ð=Ð

，
[image: image309.wmf]ADBC

^

，
[image: image310.wmf]E

为
[image: image311.wmf]BC

边的中点．求证：
[image: image312.wmf]2
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【解析】 如右下图，则取
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边中点
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由中位线可得，
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4、如图，已知AB=DC，AD=BC，O是BD中点，过O点的直线分别交DA、BC的延长线于E，F．求证：∠E=∠F
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【解析】 (提示：由△ABD≌△CDB，得∠1=∠2，过而△EOD≌△FOB，故∠E=∠F)

5、如图，
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【解析】 方法一：连结
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