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摘 要

现代控制理论以卡尔曼系统地把状态空间法引入到系统与控制理论中为标

志，并提出了能控性和能观性这两个表征系统特性的重要概念。实数域上的能

控能观理论用于分析系统结构和物理参量的值共同决定的能控能观性能是有效

的。但是在工程中，由于实验条件、制造工艺上的限制、观测上的误差以及人

为地对数据的近似处理，一个实际系统的参数的值只是近似的甚至未知的。只

用能控性这个指标，无法知道系统不满足完全能控条件到底是由于结构上的原

因还是由于参数值的选择不当引起的。与传统基于实数域的研究不同，基于多

元有理函数域F(z)上的研究，所得到的结论只与系统的结构有关，而与物理参

数的取值无关，它单独反应了系统的结构性质。

本论文着力于频域方法，将线性定常系统(实数系统)中的频域理论向多

元有理函数系统推广，以结构能控性的研究为主，获得了一批F(z)上频域系统

的结构特性的分析结果。本文主要由以下部分组成：，(z)上的矩阵、多项式和

多项式矩阵及其运算、不可约性和标准型矩阵；一类F(z)上系统的性质研究；

基于多项式矩阵理论的频域F(z)上系统结构性质的研究：频域F(z)上组合系统

结构性质的研究；结构性质辅助分析软件的研发与设计。

本文的主要结论有：

，(z)上A的不可约多项式的次数可以任意大，F(z)上力的多项式的系数的

独立性与其不可约是有关的。对F(z)[加上的多项式矩阵做初等变换，可得到唯

一形式的史密斯形和非减次形矩阵。

1．型矩阵满足两种性质：它的F(z)【允】环上的特征多项式没有非零的常数特

征值；在，(z)【五】环上没有非零重根。同时将1．型矩阵与它的特点应用到实际的

控制系统结构分析中。

基于单模阵的定义、Lebesgue测度、互质的定义得到了，(z)上的PBH结构

能控判据、多项式矩阵描述所对应的状态空间描述的结构能控判据和组合系统

结构能控判据，它们都与多项式矩阵的互质性有关。判断F(z)上多项式矩阵的

互质性的子行列式公因式法，简化了由具有两种性质且相互独立的子系统组成

的串、并系统的的结构能控性的判断。

推导出了一种普遍的组合系统的多项式矩阵描述及其结构能控判别方法。

从软件工程的要求出发，给出了结构能控能观分析软件的需求分析和详细



设计。使用，(z)上的理论，以信号流图和方框图为模型研究开发了结构能控能

观分析软件。本软件可分析信号流图和方框图的拓扑结构，得到的结果送入

MATLAB进行符号运算从而分析出结构性质，得到状态空间实现。

关键词：多元有理函数域；频域；组合系统；结构能控(观)性；多项式矩阵；

互质；

n



Abstract

Modern control theory was marked with state space methods introduced into the

system and control theory systematically by Kalman， and put forward the

controllability and observability of system which are two important concepts of

representation．The controllability and observability theories over the real number

field are efficacious for the analysis of the controllability and observability that are

determined by the system structure and the value of the physical parameters together．

Nevertheless a pratical system has approximate，even unknown parameter value

sometimes because of a limit to experimental conditions or to manufacturing process，

the error of observations and the approximate and artificial processing to data．Only

with the controllability,we call not know whether it is due to structure or due to

inappropriate choice of parameter values when the system does not meet the

conditions of complete controllability．Different to the traditional research over the

real number field．the research OVer the multivariate rational function field Can have

the conclusions that are only about the system structure，but have nothing to do with

the values of physical parameters，which reflects alone the structural nature of the

system．

This paper focuses on structural controoolbility and the frequency domain

method，promotes the frequency domain theory of linear invariant systems(real

number system)to the multivariate rational function system，and derives a number of

analysis results about structural characteristics of the system over F(z) in

frequency domain．This paper consists of the following components：The matrix，

polynomial and polynomial matrix OVer F(z)and their operation，irreducibility and

canonical matrix；A class ofrational function matrices that satisfytwo properties of

linear systems and structural controllability；The structural properties of the system

OVer F(z)in frequency domain based on the polynomial matrix theory；The

structural properties of composite system OVer F(z)in frequency domain．；The

research and design on the structural property analysis software．

The main conclusions of this Papel"are：

The degree of irreducible polynomials on A OVer F(z)Can be arbitrarily large．
III



The independence of the coefficients of the polynomial on名over F(z)is related

to its irreducible．The only available form of Smith matrix and non—derogatory

matrix Can be derived by the elementary transformation to the polynomial matrix

OVer F(z)【兄】．

Type．1 Matrix satisfies two properties：its the characteristic polynomial OVer the

ring of F(z)【旯】has no nonzero constant eigenvalues；and has no non。zero multi

roots over the ring of F(z)【五】．At the same time these properties are applied to the

structure analysis of realistic control systems．

Based on the definition of unimodular matrix，Lebesgue measure，the definition

of coprime，the PBH structural controllability criterion OVer F(z)，the structural

controllability criterion of polynomial matrix description of the corresponding to the

state space descriptions and the structural controllability criterion of the composite

system are related to the coprimeness of the polynomial matrices．The common

factor of sub．determinant method which judge the coprimeness of the polynomial

matrix over F(z)，Call simplify the judgement of the structural controllability of the

tandem or parallel systems which has two independent subsystems that have two

properties．

A universal composite system is proposed and the polynomial matrix description

of composite systems and structural controllability estimation is derived．

The requirements of software analyzing the structural controllability and

observability are analyzed and the design of that is descripted in detail in terms of

the software engineering．Using the theory OVer F(z)，the analysis software is

developed by the model of signal flow graphs and block diagrams．The software Can

analyze the topology of block diagram and the signal flow graph．The topology

results are into MATLAB to make the symbolic computation to analyze the

structural controllability and observalibility,and to obtain state-space realization．

Key words：multivariate rational function field；frequency domain；composite

systems；structural controllability(observability)；polynomial matrix；coprime；
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武汉理T大学博士学位论文

第1章 绪论

1．1 结构能控性的发展历程

线性系统理论根据采用的数学工具和系统描述的不同，可分为四个平行的

分支：状态空间法、代数理论、几何理论和频域方法【¨。

状态空间法(时域方法)的基本描述是：

戈=瓜+Bu，Y=Cx+Du (1．1)

其中x∈尺一，“∈Rm．Y∈Rp分别表示状态、输入和输出向量，A、B、C和D

分别为以×n，n×m，P×，z和P×m的实数域上的矩阵。涉及的计算主要是线性代数

中的矩阵运算和变换。

线性系统的代数理论【2】用抽象代数工具研究了任意且固定数域K(通常是实

数域R)上的线性系统，这罩状态向量X∈K”，输入向量U∈K”，输出向量

Y∈Kp，且系数矩阵R G、肌状态空间法中常表为彳、曰、C)也都是K上的

刀×刀，n×肌和P×，z矩阵。线性系统的几何方法【3】使用了几何形式的线性代数，将

系统的结构特性表述为不同的状态空间的几何性质，其理论方法较为抽象，但

理解其数学基础后分析计算所需的矩阵演算量将大大减少。这两种方法与状态

空间法和频域法相比所需要的数学基础要求更高。一般工程上状态空间法和频

域法更加通用。

频域方法大致上有两个阶段的发展。在上世纪的五十年代，经典的线性系

统理论以拉普拉斯变换为数学基础，传递函数为数学模型，采用频率响应法，

分析综合的对象是单输入单输出线性系统。到上世纪的七十年代以状态空间法

为基础发展了频率域的系统描述和计算方法来分析综合线性定常系统。其中的

一个重要方法是多项式矩阵设计方法，它采用传递函数矩阵的矩阵分式描述作

为系统的数学模型，在多项式矩阵计算和变换的基础上有完整的一套分析和综

合的理论方法。与状态空间法相比，频域方法物理直观性强，便于设计调整。

与经典的线性系统理论相比，它是现代线性系统理论的一部分，可以处理多输

入多输出系统，揭示系统更深刻的特性。

能控和能观性是线性系统理论中最基本的两个概念，它表征了系统的结构

特性，是在状态空间法的基础上提出来的。能控性的意义在于研究系统这个“黑

箱"的内部状态能否由输入来加以影响和控制。如果系统内部的所有状态的运

动能够由输入来加以影响和控制，就称系统是完全能控的，否则就称为不完全
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能控的或不能控的。能观性的意义在于研究系统这个“黑箱’’的内部状态能否

由输出来表征。如果系统内部的所有状态的运动能够由输出来表征，就称系统

是完全能观的，否则就称为不完全能观的或不能观的。能控性和能观测性对于

系统理论中的两大主题——控制与估计问题的研究，有着重要的意义。

在已知系统的状态空间描述或者多项式矩阵描述后，通过各种能控、能观

判据即可得知系统的能控能观性川。

1．1．1结构能控能观

以图1．1所示液位控制系统为例：

厶乃(5)

图1．1液位控制系统

其中Gl∽=等咆(1+专为控制环节哆∽=器=而K为系统
对象。 系统的闭环传递函数是盟：_垒生， 其中

幽f(J)J2+aIJ+ao

铲鲁确=竿加等加竿。口0 2i确2卞^2 i尥2彳。
这个反馈系统的状态方程可以表示为：j=AX+BAh，，Ah=CX，其中

X=(缈，西)’，

A= 一二KKp一二1 KKv¨。1H鲁+ l l J V屯

巧 r J

对于这一给定结构的系统，只有当它所有的物理参量Kp，I，K和T取值时，

彳，曰和C才都是实数域上的矩阵，系统才是实数系统。所有实数系统的分析结

果(如伪乒)的能控性、(A，C’)的能观性、特征多项式det(2I一彳)的可约性等)

2



武汉理丁大学博士学位论文

取决于系统的物理结构和物理参量的值，而系统结构单独的作用是什么却难以

区分。

Lin在1974年首先用图论方法对单输入线性时不变系统引进结构和结构能

控性的概念【41。结构矩阵和结构能控定义如下。

定义1．1：矩阵彳称为结构矩阵，如果它的元素或者固定为零，或者是任意

可变的，且这些可变参数彼此独立；系统∑=(彳，曰)称为结构系统，如果(A，

B)是有序的结构矩阵时；矩阵彳称为结构矩阵么的取值矩阵，如果彳中的自

由参数取某些特定的值后就是才。彳称为彳的结构矩阵指j中不为零的元素变

为自由参数后得到的结构矩阵。

定义1．2：系统(彳，曰)称为结构能控的，如果有(彳，曰)的一个取值系

统(互，e—o)为完全能控的。

在引入结构能控的概念后，“n的第一个结构能控性判据是用图论的方法得

到的，当时他仅仅考虑了单输入线性系统，其结构能控性的主要成果可归纳成

以下定理【41。

定理1．1设彳和b分别是n×n和n×l的结构矩阵，下面四个性质是等价的。

结构系统(A，b)是结构能控的：(A，b)不具有形式I和形式II；(A，b)的图不包含

“不可达点"和“膨胀”；(A，b)的图是由“掌"生成的：

j空：结构系统(助)具有形式I，指存在置换矩阵P使得俐P 2匠 甜
eb=l。0 I，其中dim(A11)=k×k，1≤k≤n，P：P一。n×n+l矩阵(么；6)具有
L吃J

形式H，指存在置换矩阵P使得尸研i 6)P=I：I，其中Pl和／'2的维数分别是

kXn+l和(n．k)Xn+l(k≥1)，且尸l中至多只有k-1个非零列向量。

如图1．2所示的电路，其时域描述为支=Ax+bu，A=

1

C

O

一|如
+

-

，LR』￡

，一C
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b=

1

如C

1

三

，显然当(4，l bo)=(rl三：)时，rank(b0，以6b)<2因此(鸽，60)
不能控。但由结构能控的定义知整个系统是结构能控的。

R1

L1

图1．2结构能控的电路

在工程中，由于实验条件或者制造工艺上的限制和观测上的误差，以及人

为地对数据的近似处理，一个实际系统的参数只是近似的甚至未知的，但其结

构是确定的。只用能控性这个指标，无法判断系统结构单独的作用是什么。无

法知道系统不满足完全能控条件到底是由于结构上的原因还是由于参数选择不

当引起的。此时实数域上的矩阵(元素都是实常数的矩阵)无法分析物理系统

的结构性质，如结构能控性。Lin引入的结构能控性概念使得能控从实际的观

点来看更有意义。

结构能观与结构能控的关系和能控与能观的关系相同，都是成对偶的。

结构能控性理论反映了控制机构与被控制对象相匹配的结构和参数特

性．能够解决利用输入信号对系统状态实现控制的结构问题，因而在许多大系

统控制论有较多的引用【5joo-t02]。
’

对于以连续生产为特征的复杂工业过程，其控制结构的选择是控制系统设

计的重要环节【5捌。16】在过程控制系统中引入了结构矩阵及有向图来表达系统的

结构，还应用系统的结构能控能观的概念作为控制结构是否可行的评价标准。

f7】构造了过程控制系统的因果图，给出了组合大系统结构能控的充分条件，以

及大系统如何分解、系统变量如何配对的有效算法。【8】在发展出用类仙人掌判

据判断结构能控能观的基础上给出了控制结构生成的有效方法。

4
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1．1．2结构能控研究的历史方法

基于Lin提出的的结构矩阵，及结构矩阵的形式I和II与结构能控等价的基

础上，Shields和Pearson在1976年定义了结构矩阵的一般秩，得到了多输入线

性系统结构能控的代数判据(定理1．2)，并依据此定理给出了判断结构能控的

算法[91。结构矩阵彳的一般秩即A中的自由参数在参数空间中的变化时使得彳

能取得的最大秩数。

定理1．2对于系统(么，B)，n为方阵A的阶数，m为B的列数，页的定义

如下：

R=

B l

0 一彳

0 0

0 ⋯

O 0

B 1

0 一彳

0 0

O O

B I

⋯ 0 0

⋯ O 0

0 ⋯ O

0 一彳 B

，其中彳，百为Lin定义的结构矩阵，，

为单位矩阵豆的维数为n2×n(n+m一1)。当且仅当存在一个整数k且

n(m一1)<k≤n(n+m一1)使得矩阵页中有一个阶数为(n(n+m—1)一k一1)x k全

零的子矩阵，(彳，B)结构不能控。

K．glover和L．M．Silvcrman在1976年用另外一套完备的数学推导对刚和【9】

中已获得的结构能控等价条件做了更简化的证吲m】，并额外得到了一个结论：

定理L3设结构矩阵阳，B，由彳=[秀1主：]，曰=[主]给出，其中A22和
岛分别是(n．k)×(n-k)和(n-k)×r的，如果(彳22，B2)和(么ll，(彳12，

B1))都是结构能控的且彳ll的一般秩等于k，则结构系统(彳，曰)是结构能控
的。

之后Mayeda把结构能控判别的图论方法推广到多输入情形【ll】，得到结论：

系统(彳，曰)是结构能控的，当且仅当(么，曰)的图是“众掌”生成的，也即

“众掌"对应的系统是结构能控的。若(彳，B)结构能控，它的图中就没有“不

可达点"和“膨胀”。

图论的概念直观，使用也方便。在设计系统的结构时，只需在一个图中寻

找一个“膨胀"或“不可达点’’。【8】采用类仙人掌的概念研究系统的结构能控性，

获得一些成果。
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对应图论的结论，Mayeda在【Il】中还得到了等价的结构能控代数判据：【A B】

不可约且矩阵(么I B)一般秩为n。实际上[彳曰】不可约意味着系统对应的图输入

可达，即没有“不可达点999也表示结构矩阵【彳B】不具有形式I。而(A I B)一般

秩为n意味着图中就没有“膨胀”等价于结构矩阵【4 B】不具有形式II。

文献【12]在深入研究结构矩阵[A B】的可约性条件的基础上进一步简化了系

统结构能控判据的证明，揭露了系统结构能控的本质。文献【l 3】从结构系统的

“源"、“汇"、“渡"和“耦合"这些图的概念以及多项式矩阵入手，研究了系

统的完全能控和结构能控。

以上研究者和大系统理论所谈论的结构能控性，都是针对Lin的结构系统而

言的，即前提是“线性系统的系数矩阵中的元素或者固定为零，或者可以任意

变化而且自由参数相互独立”，所对应的实际的物理线性系统的范围比较狭窄。

当系统参数间存在依赖关系时，如图1．1所示的液位控制系统，在系数矩阵

彳和B中，么2l、彳22的变化都不是相互独立的，前面关于结构能控性的定义和

结论就不再适用了，而且实际系统中固定不变的元不一定就是零如4，=l。针

对Lin的结构矩阵的这些问题使得研究者开始提出一些新类型的结构化矩阵。

文献【14】定义了一种列结构矩阵，这种矩阵的每一列元素中含有一相同参量

因子，且不同列中的参量因子是相互无关的，如： 彳畦甜
文献[15-t6]引进了元素为独立参量的一次多项式的矩阵，如：

彳=(三三)+z．(：三]+z：(三?)=(乙+主2+1 zZ 1]。
文献【17-18】定义并研究了混合矩阵胙Q+乃这里T的非零元素在Q的元素所

属的域上是代数独立的，如：彳=Q+丁=@习+0 zo)=@主)。
上述结构矩阵的研究都有重要的数学意义，但它们定义的结构矩阵不能完

全描述物理系统，如图1．1所示的系统。而且从数学上来说其满秩方阵的逆矩

阵均不符合其定义，能表征的线性系统结构也是有限的。

1．1．3多元有理函数域F(z)上系统的结构性质

上。

文献【19-221提出用，(z)上矩阵描述系统的系数矩阵，把系统描述基于F(z)

6
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定义1．3设zl'．．．，z。表示q个独立参量(或者变量、未定元)而不是参数

(常数、数值)。令z=(zl’．一，z。)，Rq是z的定义域，Rq也可说成是参量空

间。令F(z)表示一切z1'．一，z，的有理函数构成的域，，(z)[A】表示以，(z)中

zl，．一，z。的有理函数)，就称M是z的有理函数矩阵KFM(Rational function

控能观性为例： 当Kp=2，I=1,K=3，T=1时(或表为：令z2(Kp，I，K，7’)

彳=[二 二7]，雪=[：]，c=$ 6， c，．3，

系统的能观性矩阵的行列式det(C-，彳’a)’=墨铲却是F(z)上的非零
元，系统是F(z)上能观的，即结构能观的。那么使得系统是实数域上不能观的

点(例如：三=(2，1，3，1))的集合{z∈R4 I det(C’，彳’C’)’=o)在参量空间尺4中只是

一超曲面。由于K口，互，K，T是物理参量，取值要想绝对精确到使得

det(C’，A’C7)’=O实际是不可能的。至于实数系统(1．3)是不能观的，可理解为：

人为地或者说数学上地对参量加上了约束z=三=(2，1，3，1)使得T一互=0即

det(C’，A’C’)’=0而造成的。可见对于控制系统(物理系统)而言，如果是F(z)上

7
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能控能观的(结构能控能观的)就意味着实际上它在实数域上总是能控能观的

(或者从鲁棒的观点说是参数全局(对几乎一切z∈Rq)鲁棒能控能观的(将

其视为结构已知参数不确定的系统))。所以研究分析多元有理函数系统的结构

能控能观性比分析实数域上的能控能观性更有实际意义。

对F(z)上系统的结构性质的研究是有理论价值的。实数域是多元有理函数

域F(z)的子域，结构矩阵、列结构矩阵、一次多项式矩阵、混合矩阵都可视为

一种F(z)上的矩阵，F(z)上研究获得的判据适用的范围更广泛。

在[22]中有这样--F(z)上的结论：设A=diag(A,，⋯4)，B=(研，⋯，耳)’，其

中4和局分别是F(z)上?li Xtli和ni x m矩阵，江1，⋯，七，且det(2I-4)与

det(M—Aj)互素，f≠J。那么(彳猡)是F(z)上能控的充要条件是(4f，Bf)是F(z)

上能控的。相应的实数域上的结论被包含在其中：设实数域上，z×刀矩阵(特殊

的有理函数矩阵)A=diag(21，⋯，九)，B=(6l’，⋯，‰')’。若彳的特征值互不相等，

即五≠彳，，f≠J，l≤f，J≤以，这意味着见一丑与允一允，互素，那么ca上面的结论

有(彳≯)是能控的充要条件是(五，2jI)能控，也即2jl≠O，f=1，⋯，刀．这就是熟悉

的实数域上的判据。

在线性系统理论中，能控概念首先是基于状态空间法提出的，后引申至几

何理论和频域法中，而结构能控的概念正是基于能控来定义的。在已有的文献

中可以看到以往结构能控研究大多是基于时域上的状态空间法，研究状态方程

的系数矩阵彳、曰、C和D。线性系统理论方法中的代数理论所研究的K是数

域，而几何理论也只考虑实数域R和复数域C上的线性空间，而不是，(z)上的

线性空间，因而都未能描述物理系统的结构能控性质。

1．2 结构能控能观与图论

结构能控能观的一个研究方法是通过直接观察系统的结构直接得到系统的

结构能控能观性。在这方面有以下方法及文献。
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1．2．1仙人掌图

仙人掌图【4’8'II】(结构有向图)针对Lin的结构系统，前提是“线性系统的

系数矩阵中的元素或者固定为零，或者可以任意变化而且自由参数相互独立”。

仙人掌图包括节点以及连接节点的有向弧线两个元素。它将方程组中的未

知量或已知量对应于图的一个节点，它们之间的线性关系用连接节点的有向支

路来表示，在分析网络系统结构问题中，这种有向图法特别有用。因为在很多

情况下，无须首先建立有关方程组，可以通过观察物理系统的结构，直接建立

有向图，然后通过对有向图进行变换，找到它与网络状态方程结构图的某种关

系，进而达到分析网络结构能控性的目的。有向图提供了一种看得见的结构，

在其中各变量间的关系可清楚地显示出来并进行对照。

1．2．2电网络图

图1．3仙人掌图

文献【27-31,96-97】提出了电网络的可断性和结构能控能观的关系。可断性定义：

如果在一个图中至少存在一个这样的子图，该子图与它的余子图间最多有一个

公共节点，就称该图为可断图，或可断的；否则它是不可断的。如果一个可断

的图中的一子图与它的余子图最多有一个公共节点并且该子图自己是不可断

的，那么称该子图为不可断子图。显然，在一可断图中有k个不可断子图(k

≥2)。若一个电网络的图是可断的就称它是一个可断网络或可断的；否则它是

不可断网络。若可断网络的～子网络的图是不可断子图就称它为不可断子网络。

例如图1．4(a)所示网络是不可断的。但若令电压源e=O，即电压源短路，则无激

励网络如图1．4(b)所示是可断的，且有两个不可断子网络Gl和G2。并有以下结

论：一个有激励的不可断的RLC网络，如果①没有仅含电容器和独立电压源的

9
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回路，

短路，

那么该

②没有仅含电感器和独立电流源的割集，⑨它的无激励网络(令电压源

电流源开路)不可断且不存在只含电容器的割集和只含电感器的回路，

(a) (b)

图1．4电网络图

以上两种图都可以直接通过观察图的结构得到系统的结构能控能观性。

下面的键结图则是在研究结构能控能观性质时引入的一些新的图的类型，

但未得到图的结构与结构能控能观的直接关系。

1．2．3键结图

文献【32-331用键结图来对线性时不变系统建模，文献[32】主要研究对象是内模

控制的系统，并得到了闭环系统结构能控能观的充要条件。

键结图是一种动态系统模拟的方法，英文名Bond Graph。键结图是利用能

量的观点，以宏观的方式，找出在许多能量系统间运作的共通处。利用能量键

定义出势与流。由于势与流的乘积可以得到所通过的能量，因此可以经由能量

储存与转换的关系，定义出广义位能储存元件，广义动能储存元件，广义阻抗

元件等直接储存或转移能量的三大基本元件。

键结图共定义了C(储位能元件)，I(储动能元件)，R(阻尼元件)，TF(转

能结)，GY(回能结)，1(共流结)，0(共势结)，Se(势源)，Sf(流源)等

九种基本的元件。

由于键结图法可以依需求在推导系统的状态方程式过程中，依实际需求或

假设，使用线性或非线性的元件组成方程式，并且当系统元件确立后，就可以

依据因果关系的设定，了解系统元件间的能量独立或相依的关系。除了表示能

量流动的能量键外，也可以将整个键结图当成另一键结图模式的基本元件，或

经由讯号键传递控制线路的讯号。

10
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图1．5键结图

1．3 基于频域的系统结构能控性研究的意义、现状及研究
基础

基于时域的F(z)上系统结构能控的结论较为成熟【20也】。而基于频域的F(z)

上系统目前有以下结构能控的结论。

文献【憎J研究了F(z)上频域的结构能控能观条件，包括关于单输入单输出的

一般系统的结构能控能观的充要条件、多输入多输出一般系统的充分但非必要

条件、单输入单输出组合系统的频域的结构能控能观条件，这些推导的基础是

著名的零极点抵消理论。但由⋯的第二部分知道多项式矩阵理论对频域上的分

析更为成熟且方便直观。【悖】中对单输入单输出组合系统的研究说明了要研究组

合系统的结构能控能观性从频域上着手相对时域上的状态空间法来说可能更为

简便直接。这里组合系统指的是以串联、并联和反馈方式连接而成的系统。一

个系统通常是由很多个子系统组合构成的。

1．3．1． 实数域上频率域能控能观条件

文献【lJ的第二部分阐述了实数域上线性定常系统的复频率域理论。罗森布罗

克、沃罗维奇等在70年代初提出多项式矩阵设计方法，并在随后的发展中得到

不断完备和广泛应用，和状态空间法相比，它具有物理直观性强、便于设计调

整等优点。多项式矩阵设计方法是以多项式矩阵为基础的线性定常系统的频率

域理论设计方法，采用传递函数矩阵的矩阵分式描述作为系统的数学模型．并

在多项式矩阵计算和变换的基础上，建立了一整套分析和综合线性定常系统的

理论和方法。

以多项式为元组成的矩阵称为多项式矩阵。单模矩阵是一类重要的多项式

矩阵，它的行列式的值为独立于变量S的非零常数。基于单模阵的概念可定义

一一一
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出多项式矩阵的互质性：两个多项式矩阵的最大左(右)公因子是单模阵，则

称它们为左(右)互质。互质性表征出两个多项式矩阵间的不可简约属性。从

系统结构特性角度来说，左互质对应系统能控，右互质对应系统能观。

传递函数矩阵反映的只是系统输入与输出的关系，即系统能控能观的部分，

不能完全描述系统。除了传递函数矩阵，多项式矩阵描述也是频域上的数学模

型，是线性定常系统最为一般的描述。系统其它描述如传递函数矩阵、状态空

间描述均可认为是它的特殊情形。在研究组合系统的能控和能观性上，多项式

矩阵描述发挥了重要作用。

1。3．2． 实数域上组合系统能控能观条件

如果组合系统的所有子系统都是能控能观的，才能讨论在什么样的条件下

整个系统是能控能观的。文献[231和[341研究了组合系统的能控能观条件。【23】用状

态矩阵凹B]约当块的标准型得到组合系统能控(能观)的充要条件：只需要判

定某些常数向量的线性相关性即可；还推导出不需要约当块只需判定传递函数

矩阵秩的充分条件。【34】给出传递函数矩阵的特征多项式和传递函数矩阵次数

8G(s)的定义，并得到该文献的定理1：组合系统G(5)由能控能观的子系统Gl(s)

和G2(s)组成，如果8G(s)=8c,(s)+艿G2(s)，则G(s)也能控能观。【34】还将子系

统的传递函数矩阵化为史密斯一麦克米伦型的和，并与状态矩阵约当块标准型

对应，再利用【23】的结论得Nt34l的定理2～定理6：根据两个子系统有相同的特

征值或特征值完全相异的具体情况，再利用传递函数矩阵的标准史密斯一麦克

米伦型来判定能控能观性。

文献【l】的第十二章的1～4节则是将子系统的传递函数矩阵G(J)化为不可简

约的矩阵分式描述形式，再根据具体的并联、串联、状态反馈或输出反馈来判

断各分子分母矩阵的互质情况从而得到组合系统的能控能观性。

文献【25】举出了另一种组合系统，它的子系统之间的关系不只是简单的串、

并联。文献【25】用关联矩阵表示它们之间的联结关系，并推导了组合系统具有唯

一解，能用状态方程完全表示的充要条件是：det[I—FH(s)】不是有理函数体

Q(s，R)上的零元。其中H(s)是以各子系统的传递函数矩阵E(s)(f_1，2，．．．)为对

角线子块的分块对角矩阵。

上述文献表明基于多项式矩阵理论在F(z)上研究频域系统的结构性质还尚

未有成熟的理论。已获得的时域的F(z)上结构能控能观理论【22】是可以基于时域

12
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的能控能观理论进行推广的。按照这个思路，由于基于多项式矩阵理论的实数

域的频域理论相对比较成熟，在这个基础上进行F(z)上扩展是可以得到频域系

统结构性质判据的。而研究频域上的F(z)系统的结构性质将对组合系统的结构

性质研究将大有益处。本文主要研究频域F(z)上的结构能控性，结构能观性可

由对偶性得到。

1．4 系统结构性质分析软件的研究现状

作者所属课题组之前已经开发出了一套F(z)上电网络辅助分析软件【26,101】，

主要功能包括：绘制电网络图并以文件的形式存储；对绘制好的电路图形分析

其拓扑结构；设置受控源控制端；设置产生互感的电感；输出并保存电网络的

状态方程和输出方程；分析电网络的结构能控性和能观性。F(z)上电网络辅助

分析软件根据F(z)上的矩阵及多元有理函数系统描述的新理论分析方法来分

析研究系统的结构性质，实现了对F(z)上电网络系统的分析，国内外目前还没

有进行相关研究的软件。

鉴于编制这套软件的经验，可以将分析的对象由电网络扩展到更一般的控

制系统上，这套新的软件的分析对象可以是由多个子系统以并联、串联或更复

杂的方式组成的组合系统，其中的子系统以信号流图或方框图的方式输入，分

析信号流图或方框图再得到子系统及整个组合系统的状态方程矩阵或其他系统

描述方式，从而得到系统的结构性质。

1．5 本文的研究思路以及内容安排

从前人的研究经验看，结构能控性研究的图论方法和代数理论的方法往往

是密切相关的。在本论文中一方面用多项式矩阵理论对F(z)上的系统进行理论

研究，另一方面开发辅助分析软件辅助理论分析，理论成熟后也可改进软件的

算法。

本文研究着力于频域方法，将线性定常系统(实数系统)中的频域理论向

多元有理函数系统推广。在线性系统中的能控性与能观性有对偶的关系，本文

在研究结构能控能观性时将以能控性的研究为主。

本文的研究内容主要分为四个部份：

(1)基于多项式矩阵理论的频域，(z)上系统结构性质的研究
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现有的频域F(z)上系统的理论只是基于简单的传递函数，并未引入多项式

矩阵理论。多项式矩阵理论的引进将会更丰富F(z)上系统的结构性质理论。

(2)，(z)上组合系统结构性质的研究

如果有多个子系统结构能控，在什么样的条件下由这些子系统组成的组合

系统也是结构能控的，这也是一个重要的研究内容。所以先从频域的模型上考

虑这点。

(3)一类F(z)上系统的性质研究

1．型矩阵是一类多元有理函数矩阵，可以表示现实中大多数的线性系统，它

是时域的状态方程彳矩阵。两个性质是实际物理系统的重要特征。而1．型矩阵

是具有两个性质的。在讨论频域F(z)上系统结构性质时，利用系统具有两个性

质的特点能得到一些结构判据。

(4)辅助分析软件的设计、编制

心)上系统结构性质辅助分析软件，能够输入系统的信号流图或方框图，分
析组合系统的结构性质，输入信号流图可以得到传递函数矩阵及其状态空间实

现。能对比)上的传递函数矩阵进行各种变换处理，例如分解为不可约矩阵分
式描述；将心)上的多项式矩阵变换为史密斯形，判断互质性得到结构性质。
将F(Z)上矩阵理论、系统理论和多项式矩阵理论有机结合于F(z)上频域系

统的能控性研究是完成本文研究内容的主要方法和途径。因此，本文的第2．1

节’2．3节首先总结介绍了F(z)域上的多项式和矩阵这一数学工具的一些性

质，该数学方法是研究结构能控的理论基础。第2．4节介绍了已有的尸(z)上频

域理论。第3章论述了卜型矩阵和两种性质。第4章在第2章的第一部分和实

数域的多项式矩阵理论基础上推导了基于多项式矩阵的F(z)上频域结构能控

理论，在第3章的基础上得到了组合系统结构能控的判据。第5章是关于系统

辅助分析软件研究与开发，本章主要阐述了构成系统的图元类型及其输入方法

的设计、图形拓扑结构分析的算法、MATLAB的M函数编写和程序开发中的一些

功能规划，并给出系统分析例子与电网络系统进行了分析结果对比。在第2章“

第5章中，大多数结论都有相关的例子说明或验证其研究、分析和应用的合理

性。第6章即结束语，对论文工作做了总结，对以后工作做了展望。

14
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第2章 ，(z)上矩阵与频域结构能控

在讨论F(z)上频域系统结构能控前，需要F(z)上矩阵及运算法则做为数学

基础。本章的第2．1～2．3节将数域上矩阵的一些数学性质推广到F(z)上的矩阵，

并讨论了F(z)上不可约多项式的一些特征以及F(z)上多项式矩阵的两个变换

标准型：特征矩阵和一种非减次矩阵。第2．4节介绍了现有的，(z)频域结构能

控理论。

2．1 F(z)上矩阵运算

第l章的定义1．3定义了多元有理函数域F(z)、多元有理函数域F(z)上的

矩阵。对F(z)上的矩阵运算，有以下结论。

任何域(包括F(z))上矩阵运算与数域上的矩阵运算规则【91】一样。任何域

(包括F(z))上的方阵的行列式的计算规则与数域上行列式一样，如

I以li a12l

I口2。 口22I=以ll以22一口12以2l
定义2．1下面三种对矩阵的演变，统一称为矩阵的初等变换：

1)用任意F(z)中非零元口≠0去乘矩阵的第f行(列)；

2)把矩阵的第i行(列)乘以／z加之于第_，行(列)，其中∥∈F(z)；

3)互换矩阵的第f，_，两行(列)。

与此相对应有

定义2．2下面三种正方矩阵统一称为初等矩阵：

1)用任意F(z)中非零元a≠0去乘单位矩阵，的第f行(列)而得的矩阵：

15
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0

O

卜第i行

个

第f列

2)把，的第f行(列)乘∥加于第-，行(列)而得的矩阵：

0

O

卜第i行

卜射行

3)互换，的i，J两行(列)而得的矩阵：

16
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个

第
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Z

列
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第
●

J

列

O

●l

●

●

●

●

●

●
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O

O⋯

： ’．

● ●

1⋯

t

第
●

l

列

个

第
●

J

列

O

卜第i行

卜第，行

注：对于数域上的矩阵的初等变换，口≠0和∥是任意常数；但对于F(z)上矩

阵的初等变换，口≠0和∥将推广到F(z)上任意元(包括实常数)。与数域上矩

阵的初等变换相似，以下关于F(z)上的矩阵的结论是明显的。

定理2．1设彳为F(z)上任意矩阵。对彳的行施以某种初等变换的结果，恰

等于用同种的初等矩阵去左乘彳：对么的列施以种初等变换的结果，恰等于用
同种的初等矩阵去右乘A。

定理2．2任意一种初等矩阵均有逆，且其逆为同一种的初等矩阵。

定理2．3设么为任意矩阵。如果对彳的行施以几次初等变换而得到B，则

必有非奇异矩阵P使PA=B；如果对么的列施以几次初等变换而得到C，则必

有非奇异矩阵Q使爿Q=C；如果既对A的行又对彳的列施以若干次初等变换而

得到D，则必有非奇异矩阵P和Q，使剐Q=D。
定理2．4非奇异矩阵恒为若干初等矩阵之积。

2．2 ，(z)域上的多项式

2．2．1域，(z)上s的多项式定义及不可约

定义2．3：系数是心)中的元的J的多项式称为F(z)A：s的多项式或环F(z)[J]
上的多项式。

17
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令F表示任一域(可以是数域或心))。则有域F上次数>tl的多项式f(s)称

为域F上的s的不可约多项式，如果它不能表示成F上的两个次数比厂(s)低的

J多项式的乘积，否则是可约的。

一次多项式总是不可约多项式。而次数>l的多项式，对于不同的域可能有

不同的结论，例如多项式J2+1在有理数域上是不可约多项式，即不能分解成两

个具有有理数系数的s的一次多项式；在实数域上也是不可约的；但在复数域

上是可约的：J2+l=O+／)(s—J)。

对于数域上的”次(，l>1)多项式，在复数域上总可分解成n个一次多项式

之积。在复数域上不可约多项式的次数是1，在实数域上不可约多项式的次数

只可能是1或2【991。

对于心)上S的n次多项式(n>1)在心)上是否可约是个很复杂的问题，文
献【20】研究了一类砟)上矩阵的特征多项式在心)上不可约的条件。该条件说明

在域F(z)上可以存在次数任意大的不可约多项式。

对于两个心)上8的可约多项式的互素性，文献【19】中有引理：如果

尸(J)=P(z，s)eE-[s]，Q(J)=Q(z，J)∈Ep】，那么P(s)和Q(s)-ff_素的充分必要条件是

朋木{别(尸(三，s)，Q(芽，s))=d(三，J)≠1)=O，其中m幸{)表示点集的Lebesgue测度，

d(三，J)=(尸(三，s)，Q(三，J))表示对于给定z∈Rq的P(乏，s)与Q(三，s)的最大公

约数，d(三，s)的首系数等于l。

2．2．2域，(z)上的独立参量及多项式不可约的一个充分条件

引理2．1：设ao,ai c．-,a¨是F(z)中的非常数的z的有理函数，

z=(zl，．一，zg)∈R4，若在ao,口l’．一，口¨中至少存在一排列口硒，口”⋯，口。一I，

iI∈{o，⋯，以一1)使得口厶至少有一参量z(i女)∈扛l'．．．zg)是口旬，口^，⋯，口¨所没有

的且z(‘)可表示为口k和三(‘)的有理函数，z(iI)=L(a珏，三(‘))，这里三(t)表示

％中除z(‘)外的所有参量，三(‘)可以含口10 YI···9口‰一。的参量，那么口。，口l’．一，口一可
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视为相互独立参量。

证明：显然，E融iEqJ a如，口^，⋯，口‘一。是独立参量即可。所谓口如，⋯，口k一。是独

立参量就是这些参量可在实数域上任意取值， 即任意取

(a如，⋯，口¨)=(口：，⋯，口：一，)。对于％，Fh于z(io)=fo(a如，三(fo))是口旬和三(‘)的

有理函数，故在实数域上任意取口：，三’(f。)都有z‘(乇)=fo(a=)，三’(fo))∈R成立，

这意味着口硒可任取实数。z(io)的独立性保证了口iD的独立性。设口如的参量已取

值，对于口h由：JZz(il)=石(口”三(f1))是口^和三(‘)的有理函数且z(‘)不含于口硒，

所以z(i。)仍是变化参量，没有取值。

任取口：和乞(f·)中不含于a如的参量的值(口硒中的参量已取定)，有

z+(‘)=z(口：，三+(f1))∈R，lltlHi a如和口^中的参量已取值。z(i。)的独立性保证了口^

的独立性。同理可证口j2，⋯，口k一：的独立性。最后，对于口。。，由于

z(f川)=／：l—10‘_I'三(f川))是口‘一。和三(f叫)的有理函数且z(‘一1)不含于口如，⋯，口‘一：

所以z纯一一)仍为参量，还未取值．任取口in-。和孑(乇一。)中不含于口iD，⋯，口抽的参量的

值，有z‘(‘一1)=厂(口：-I，三‘(f川))∈R，此时口硒，⋯，口“中所有参量已取值

z=z+∈R9，z(‘一I)的独立性保证了口。一，的独立性。

心)上系统的独立参量反应了系统的结构，决定着系统的结构性质(如系数
矩阵A及其特征多项式det(AI一彳)的可约性，心)上能控能观性等)。

例2·1(1)口o=zlz2，口l=zI+z2，不存在一排列‰，口，l满足引理2．1的

条件，若选口o=‰贝,lJ a^=口l=zl+z2没有任何不同于口如=口o=Z122的参量。若

选口j0=zl+z2，SU a^=zIz2没有任何不同于口屯的参量。

(2)ao=zlz；，al=z；z2

19
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选口旬_口o-Zlz；一2詈一_口l喃2舯”纠=±
但Z不是有理函数。

是口幻中没有的，

选口如2口t
2 z；zz， 有zz 2≥2 fo(口硒，z，)， 那么气2 z-z；， 有

z。=≥=z(口^，z：)是口如中没有的参量。由引理2．1 ao和口，可视为两独立参
重o

(3)ao=zlz2，al=z；

选口幻：口。=ZlZ2 z，：生或z：：a．i0；但口^=口，=z；，z，=±√i=fl(ai,)。

Z1 Zl
‘ ’

不是口il的有理函数，口^不能任取实数，如口：<0时，z3仨R不满足引理2．1的

条件，称a。是不独立的。

(4)ao=3zlz2+1，al=6

因为a，=6是非零常数，不含z的参量，a．不是独立系数。

(5) B

闭环系统的特征多项式为刀+口2刀+口lt+ao，其中系数ao=

旷争¨=
1+乃船p

，Z=(七，k，，乃，T，乃)，

船|口

正Z

9JB／z,系数有一排列口|iD=

口^：口。， ：口：，州。)：z：1kkal2 ，z(‘)：z：刍，雄：)：乃：口^钏。’ 剐z H(‘。)玎。寻’z(‘)2 z 2矛“(‘：)2乃2

，

z(f2)：Z：—kkip，故口。，口。，口2可视为独立参量。
口O』

船p
，
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定理2．5 F(z)[s】上多项式p(s)=s”+an_iS川+⋯+口Is+口。是不可约多项式

当ao,al,---,a川可视为n个相互独立的参量。

式

证明：设p(s)是系统

“0) J”+an_IS”一l+⋯+als+aO

写成微分方程

k／ao

Ls”-I-瓦一ls”一1+⋯+互s+1

k／ao“(f)=瓦xf“’(f)+⋯+疋王I(f)+五jl(f)+xl(f)
其中

令

：一1，L一。：an-I，⋯，互：旦L
口O 口O 口O

的特征多项

(2．1)

(2．2)

互毫=x2，正墨=x3，瓦葛=-，⋯，Z一2石：”2’=x川，￡一lxP_1’=Xn，戈。=L—l石f”’
(2．3)

那么对2．3式中第1式两边对时间求导并乘以五再将第2．2式代入得

正戈z=正互薯=互z，， x2 2而；

对第2式两边求导并乘以正再代入第3式有T3"3=正正X=正x。，

兀．
吾屯2工4；⋯；
12

对￡一：《”2’=Xn一，两边求导并乘以L一。有

t—l矗一l=L—lL一2墨””=t一2Xn，睾丛j川=工。；代(2．3)至o(2．1)有
上n-2

k／ao“o)=·享L．ic。+石。+x月一1+⋯+而+而
』月一l

故状态方程可写成(考虑到(2．2)式)

21
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砟。

而
●

X2
●

：

●

Xn—I

●

石H

0 l

0 1

● ●
●

● ● ●

● ● ●

O 0 O

—l一1一l⋯

+

0

0

k}ao

或(r+V弦=呶+局“，其中：TI*=Tl 2等，巧2詈，⋯，T；-I 2"％an-iI，

巧：旦：上。
a月一l 口n—l

由于口。，⋯，口川可视为，1个独立参量，并且存在一个满足引理2．1的条件的

排列巧，不l，．”，Z，互+(对应于引理2．1中的口如，口^，⋯，口ln_2口¨)。故五’，巧，⋯，巧

可视为独立参量。

显然A=(丁+1，)一U排列变换下不可约(么的coates图G。(彳)是强连通的)

且U满秩，根据文献【20】推论3知det(sI．A)是F(乞)p】上不可约多项式，这里

三=(互‘，巧，⋯，巧)，T=diag(T，*,巧，⋯巧)，1，=0，U为常数阵。根据系统理论

dct(sI一么)=p(J)=J”+an_iS川+⋯+口lJ+口o，故p(s)是F(三)【J]上不可约多项

式。 由于p(J)是，(z)【J】上多项式，所以口，∈F(z)并且巧∈F(z)，

i=O，⋯，刀一1，J=1，⋯，以，将它们代入p(s)，那么det(sI—A)=p(s)=

s”+口川(z)s川+⋯+Gi(z沁+口o(z)又是F(z)【s】上不可约多项式。这里口j表成

口，(z)强调口，是z的有理函数。

例2．2考虑下边多项式的可约性

(1)p(s)=s2+口ls+口o，其中 口o 2 zlz2， 口l=zl+z2

由例2．1(1)知口o，口l不满足引理2．1的条件，口o，口l不是独立的。由于

p(s)=0+z1)0+z2)是F(z)【s】上可约多项式，根据定理2．5知口o，口l不是独立

而镌；稚％V000000000几

O

1

o
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的，否则p(s)不可约。

(2)p(s)=s2+口ls+ao，其中口o=zIz：， 口l=z；z2

由例2．1(2)知ao，a1是独立的，根据定理2．5得p(s)是F(z)【5】上不可约

多项式。

(3)p(J)=s2+口ls+ao，其中ao=ziz2，al=z；

由例2．1(3)知口o，a。不满足引理2．1的条件，al不是独立系数，由于定理

2．5不是充分必要条件，所以p(s)不一定是可约的，由根的表达式

气：：二墨兰堑昙二竺堕萑F(z)知p(s)是F(z)嘲上不可约多项式。

(4)p(s)=J2+口ls+口o，其中口o=3zlz2+1， al=6

口。不是独立系数，但p(J)的两个根气：：二塑丛堕：当型叠，(z)，故
p(s)仍是F(z)[J]上不可约多项式。

(5)∞一3也“叩蜘，其中铲等嵋=等心=半，
z=(后，kp，乃，T，乃)∈R5

由例2．1(5)知ao，aI，a2是3个独立系数，故p(s)是F(z)[s】上不可约多

项式。

判断结构性质时，矩阵的特征多项式是否可约是一个条件，若矩阵不可约

则可做迅速判定乜引。本节获得的结论是一个不可约性的充分条件，基于此充分

条件可写出一个判断多项式可约的算法来加快对结构能控能观性的判断。

2．3 F(z)[五】环上矩阵与F(z)上矩阵
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2．3．1． F(z)【A]环上矩阵

以环F(z)[旯]中允的多项式为元素作成的矩阵(厶(旯))。。。叫做F(z)【兄】上矩

阵，也称为F(z)上A的多项式矩阵【991，简记为么(兄)。因为F(z)上的元(包括

常数)也可以看成兄的零次多项式，故，(z)【A]上矩阵是F(z)上矩阵的推广。

由于力的多项式的和、差、积仍为旯的多项式，故对，(z)【A]上矩阵自然就可以

定义各种运算；正方F(z)【五】上矩阵的行列式、子式、代数余子式以及一般

F(z)[A】上矩阵的子块、子式等也是自然就有了。正方F(z)[兄]上矩阵的行列式，

一般来说，算出来是一个多项式f(A)，但有时也可能是F(z)中一个元。例如

由此也可以推出，(z)[五]上矩阵的“秩”的概念。

对于F(z)EA】上矩阵同样可进行初等变换以简化之。不过第2种初等变换应

把第2．I节的F(z)上的∥换成，(z)【允】上多项式∥(A)，而第1、3种初等变换则

和第2．1节的完全一样。现在看一下这些初等变换相应的初等矩阵的行列式为

何?第1种显然仍为口≠0，第2种仍为1，第3种仍为一1。总之，均为F(z)上

非零元。于是有

定义2．4行列式为F(z)上非零元的正方F(z)【伽上矩阵统称为初等，(z)【伽

上矩阵，或者称为，(z)[旯】上的单模矩阵。

2．1节的F(z)上非奇异矩阵也就是特殊的初等F(z)[旯]上矩阵。此外，初等

，(z)[名】上矩阵之积与直和(P(五)4-Q(允))仍均为初等，(z)[旯】上矩阵。



武汉理工人学博+学位论文

因为正方F(z)[加上矩阵彳(A)自然就有伴随矩阵A+(力)，它仍为F(z)[五】上

矩阵，故特别当彳(五)为初等F(z)[力】上矩阵时，I彳(兄)l=口≠0，口∈F(z)，就知

!彳’(五)仍为F(z)[旯】上矩阵，而且彳(旯)!彳+(五)：1A‘(A)彳(A)：，。也就是说：
a a a

初等F(z)【五]上矩阵恒有逆，且其逆仍为初等F(z)【兄】上矩阵。对于一般的J下方

F(z)[旯]上矩阵，根本不考虑它有无逆的问题，即使它的行列式等于一个非0多

项式厂(兄)，也不考虑，除非厂(名)=a≠0，即它是初等F(z)[棚上矩阵时。

定义2．5设彳(五)，B(允)为两个m×n的F(z)【兄】上矩阵。如果有初等F(z)[五]

上矩阵尸(力)，Q(A)使得P(兄)彳(旯)Q(五)=B(五)，则说彳(A)等价于曰(兄)，并记

为A(X)兰B(旯)。

命题2．1 F(z)[旯】上矩阵的等价关系具有反身性、对称性和传递性。

事实上，因为L与厶均为初等F(z)[五】上矩阵，故由L彳(允)L=彳(名)即知

彳(力)兰么(名)．I 如果彳(允)兰B(t)，P(2)A(1)Q(I)=B(x)， 贝0由

尸(旯)_1召(五)Q(允)一=彳(兄)，即知B(力)兰彳(旯)；如果彳(旯)兰B(兄)，曰(A)兰C(旯)，

则 由 #(A)彳(五)Ql(兄)=曰(旯) ， B(五)曰(旯)Q2(五)=c(兄) 可 得

忍(A)曰(五)彳(五)QI(允)Q2(旯)=C(A)，而初等，(z)[旯】上矩阵之积仍为初等F(z)[五】

上矩阵，故有A(X)兰C(名)。

命题2．2如果4(名)兰蜀(五)，4(五)兰岛(A)，则直和

(4(A)+4(力))兰(E(五)+岛(兄))

因由眉(兄)4(旯)Ql(A)=E(五)及E(旯)4(允)Q(五)=B(旯)可得：

(月(力)+4(五))(4(允)+4(兄))(QI(五)+Q2(旯))=(E(A)+B(五))，
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而初等F(z)[力]上矩阵之直和仍为初等F(z)[旯】上矩阵，故命题成立。

此外，由命题2．1显然可得

命题2．3对一个F(z)[五】上矩阵彳(旯)，无论进行哪一种初等变换，无论是

对行或对列，无论进行多少次，所得F(z)[力]上矩阵恒等价于彳(五)。

定理2．6秩数为，．的F(z)[A】上矩阵彳(兄)恒可由若干次初等变换而变成这

样一个对角F(z)[名】上矩阵：

D(旯)=

仍(力)0

饵(五)

O O

其中仍(旯)I仍(允)I．．·l孵(允)，诸仍(允)的首项系数均为1。

此处的记号“I"表示“能被整除”的意思。彳(A)和D(A)不一定是正方的，

称D(元)为史密斯形。

证明对秩数用归纳法。当彳(兄)的秩数为0时，它是零矩阵，就已是对角

阵了。假定对于秩数为，．一1的矩阵，定理已证明了。现在来看秩数为，．的彳(五)。

考虑彳(名)经过各种各次的初等变换，而得到的所有F(z)【五】上矩阵，从这

些矩阵的所有非0元素(即非0多项式)中，总可找到一个次数最小的，设为

仍(五)。对仍(旯)所在的F(z)【五]上矩阵进行第三种初等变换，可把此仍(旯)移到

左上角去，于是彳(力)便可由若干次初等变换化为

∽f⋯(2)：：：]
如果仍(五)的首项(即A的最高次项)系数不是1而是口，则可用三去乘第1行，

这样等于再用一次初等变换(第1种)就可把仍(A)的首项系数化为1。故不妨
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设仍(五)的首项系数已经是1了。现在断言仍(五)I厂(兄)。假若不然，则可用仍(旯)

去除厂(旯)，设得商式g(旯)和余式，．(五)，则，．(名)非0而其次数小于仍(五)的次数，

且厂(A)=g(力)仍(五)+，．(五)若把上面矩阵第一列的-q(t)倍加于第2列，则等于

再进行一次初等变换(第2种)就把彳(旯)化成这样一个矩阵，其第l行第2列

的元素为厂(五)，但，．(旯)的次数小于仍(名)的次数，此为矛盾。故必有仍(旯)I厂(A)。

同理，仍(允)能整除第1行和第1列的所有元素。于是再用若干次第2种初等变

换便化么(旯)为

旧4&，]
由于上边矩阵的秩数仍为，，故秩4(兄)=，．一1。根据归纳法假设，便知4(无)可

由若干次初等变换而化为

仍(旯)0

饵(旯)

O O

其中仍(允)I仍(九)|．．·I饵(允)，且首项系数均为1。所以彳(A)就可由若干次初等变

换而化为

仍(五)

仍(五)

O

0

谚(A)

O

最后只要再指出仍(A)l仍(旯)就完了。这是容易看出的，只要把上边矩阵的第2

行的1倍加于第l行，再用上面已经断言过的事实就知必有仍(A)I仍(力)。归纳

法完成，证毕。

由定理2．6还可以有结论：任何初等F(z)【旯】上矩阵恒可经若干次初等变换
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因为，l阶初等F(z)【兄】上矩阵P(旯)的秩数为刀，故由定理2．6知P(A)可由初

f仍(五)0 1
等变换化为I ’． I，其中仍(力)的首项系数为1。由于用第1、2、3

L 0 纯(五)J

种初等变换去变P(允)时，所得矩阵之行列式分别为口IP(五)l，IP(X)，-IP(X)I。而

I尸(A)I又是F(z)上非0元，故P(五)经若干次初等变换后，所得矩阵之行列式仍

为F(z)上非0元，不含五。又因仍(名)的首项系数为1，所以必有

仍(旯)仍(力)⋯纯(力)=1，即仍(旯)=⋯=纯(A)--I，否则伊l(A)伊2(旯)⋯缈。(旯)是兄的

对F(z)[旯】上矩阵进行初等变换时，同F(z)上矩阵一样，等于用初等矩阵去

左或右乘该F(z)【旯]上矩阵。只是第二种初等矩阵中有一个多项式∥(力)，而第1、

初等，(z)[名]上矩阵恒等于若干个初等矩阵(特殊的初等F(z)【A】上矩阵)

之积。如果彳(旯)兰曰(兄)，则彳(旯)必可由若干次初等变换化为曰(旯)。

下面将讨论定理2．6中仍(名)和A(X)的内在联系，先有

定义2．6设A(X)的秩数为，．。于是，只要1≤J≤，-，A(X)中必然有非0的j

阶子式存在。令皿(旯)为彳(五)中所有非0的s阶子式的最大公因式，且首项系

数为l。则一共可得，．个多项式DI(力)，D2(兄)，⋯，D，(五)。这些多项式是由彳(名)所

确定的，叫做彳(旯)的行列式因子。

命题2．4秩数为厂的F(z)[兄】上矩阵A(X)的行列式因子具有性质

因为p一。(A)能整除每个J一1阶子式，故从s阶子式按行或按列展开来看，

28
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就知皿一。(名)能整除每个s阶子式，从而就有

皿一，(见)l 2(A)

由此命题便知：

嘲器，踹，⋯器 (2．4)

都是多项式且首项系数均为l。于是这，．个多项式也就是由么(允)所唯一确定的。

故有

定义2．7式2．4中的，．个多项式叫做A(Z)的不变因子。其中，是彳(兄)的秩

数。

下面将要证明定理2．6中的仍(允)，仍(A)，⋯，纺(五)J下好就是么(五)的不变因

子。先有

命题2．5设C(Z)=A(2)B(2)。从秩数来看便知：如果C(五)有f个行列式因

子Dl(五)c，⋯，口(旯)c(即秩C(兄)=t)，则彳(五)，B(五)至少各有t个行列式因子

Dl(五)』，⋯，Df(五)』；Dl(允)口，⋯，口(兄)矗 。 而且必有皿(兄)』I皿(A)c与

皿(五)口l皿(兄)c，J=1，⋯，t。

由矩阵乘法规则，不难知c(旯)的每个s阶子式必等于∑口(旯涉(允)，口(兄)与

6(旯)分别为么(五)和B(A)的s阶子式。故皿(旯)一与皿(旯)占均能整除C(兄)的每个

s阶子式，从而均能整除皿(五)c。

命题2．6等价的F(z)[五】上矩阵不仅同秩数，而且有完全一致的行列式因

子，从而又有完全一致的不变因子。

这只要指出，用初等F(z)【加上矩阵尸(五)去左乘或右乘一个F(z)[兄】上矩阵

彳(A)，所得的B(Z)与彳(兄)有完全一致的行列式因子就够了。

设B(旯)=尸(允)彳(五)。则有皿(旯)一I皿(五)口，但又由
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彳(旯)=P(旯)_1曰(旯)

知皿(力)占I皿(力)一。由于首项系数均为l，故必有色(名)』=n(旯)口。右乘时同理。

定理2．7定理2．6中的仍(A)，⋯，饵(允)恰好是彳(名)的，．个不变因子。

根据定理2．4，故有完全一致的不变因子。

证明由命题2．6知彳(旯)的不变因子与右边等价的对角F(z)【五]上矩阵的

不变因子完全一致。看定理2．6易知其行列式因子为(注意到仍(A)1．．·I饵(旯))：

q(五)=仍(旯)，D2(见)=仍(旯)仍(见)，⋯，Dr(旯)=仍(旯)⋯饵(旯)，

由此立即知其不变因子为仍(旯)，伤(A)，⋯，作(五)。证毕。

由此可知，定理2．6中的，(z)[旯]上对角矩阵是由A(2)所唯一确定，即多项

式矩阵的史密斯形是唯一的。

下面就在F(z)域上来分解彳(旯)的不变因子仍(五)，⋯，体(兄)。设为：

仍(旯)=【q(允)]川1【ej(兄)】蚀。⋯【气(旯)】‰1，

仍(名)=[q(兄)r2[吃(名)】吻⋯【e；(五)】^2，

饵(名)=【q(名)】川7【e：(五)】也，⋯【略(旯)】％。

其中q(五)，乞(力)，⋯，吼(五)是首项系数为1且在此域F(z)上不能再分解的不同的

多项式；指数nq(i=l，⋯，k；j=1，⋯，厂)是非负整数(自然有些可以是0，但最后

一排指数，l。，，⋯，％都不是0)。这样记是为了便于陈述起见。

由不变因子的“依次能整除"性，可知

％l≤啊2≤⋯≤nlr；⋯；，％I≤‰2≤⋯≤，k

定义2．7这些因子【q(兄)P，除去指数为0的以外，均称为么(兄)的初等因

子，计初等因子的个数时，应包括重复的在内。全部初等因子之整体叫做彳(兄)

的初等因子细。
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例如在有理数域(是F(z)的子域)上，设厂=2，

仍(A)=(五一1)2(五2+五+3)3，

002(31)=(31-02(旯2+A+3)5，

则说彳(旯)共有4个初等因子，(兄一1)，(名一1)2，(旯2+五+3)3，(五2+五+3)5。它们构

成彳(允)的初等因子组。

显然彳(五)的初等因子组是由彳(五)所确定。给出彳(力)的初等因子组后，由

上面的指数大小规则并根据彳(A)的秩数，很容易反过来求出彳(A)的不变因子。

总结以上内容可得：

定理2．8 mx n的F(z)[A】上矩阵彳(名)兰B(九)§它们的史密斯形相同§它

们的行列式因子完全一致§它们的不变因子完全一致§它们的秩数相同，初
等因子组相同(参看下面的注意)§两者可由若干次初等变换互相变换。

【注意】两个不等价的F(z)[五】上矩阵可能有同样的初等因子组。如

彳c旯，=(允j 1五0一，)，Bc允，=／312i1 0。]彳(旯)2L o 五一1J’B‘允)2 o
1

oj
就有同样的初等因子组：(五+1)，(兄一1)。但它们显然不能等价，因秩爿(五)=2，

而秩B(五)=1。

从上面看来，欲求定理2．6中的彳(元)的初等因子组，似乎就应先把么(允)化

为史密斯形，然后再求初等因子，但这样较为麻烦。事实上，只要用初等变换

把彳(A)化为对角形式(这比化成史密斯形要简单)，再分解因子即可求出初等

因子。这就需要证明

定理2．9如果彳(兄)等价于对角F(z)[五】上矩阵

B(旯)=

gI(名)0

g，(五)

0 O
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其中诸＆(五)的首项系数均为1，但未必是彳(旯)的不变因子，而且

g，(旯)=【石(旯)】竹L‘(旯)]‘⋯【Z(兄)】“，(f=l，⋯，，．)

其中Z(五)，⋯，，(见)是首项系数为l、彼此不同的、不能再分解的多项式。则所

有的[Z(旯)】“，⋯，【Z(旯)r(f=1，⋯，，．)，除去指数为0外，就恰好组成4(A)的初等

因子组。

证明先看Z(A)的诸幂。由于调整主对角线上诸g，(旯)的次序并不失去等价

性，故不妨设经过调整已经有n≤m：≤⋯≤mr。于是[Z(五)】ml扣～+％(s≤厂)能整除

B(兄)的任意s阶子式，从而能整除行列式因子皿(力)。但是[彳(五)]ml。一饥“不能

整除左上角那个J阶子式，从而不能整除q(A)，故必有

色(兄)=【Z(旯)P扣”棚州棚’^(旯)，Z(旯)不能整除办(旯)

同理有

p，一。(兄)=【石(旯)】”一～+％一I七(A)，石(五)不能整除尼(允)

所以不变因子纯(名)的分解中恰含彳(A)的ms次幂，当s=l，⋯，，时均一样。这不

仅说明[石(兄)】m-，⋯，【石(兄)】％，除指数为0以外，都是彳(五)的初等因子，而且就

彳(兄)的诸幂来说，彳(兄)只能有这样一些初等因子。

同理，对六(A)ll"""IIZ(见)的诸幂来说，彳(名)恰好只有定理中分解出来的，

除指数为0以外的那些初等因子。

最后只要再指出，任意一个异于诸^(力)的多项式f(A)的任何幂都不．-lfl邑

是彳(见)的初等因子，定理就证完了。这是显然的，因为f(2)不能整除

gi(五)g：(兄)⋯毋(兄)=D，(允)，从而不能整除任何不变因子。证毕。

32
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2．3．2． 特征矩阵

研究F(z)上矩阵A的标准形式，要用到F(z)【五】上矩阵的理论，这是因为它

和下面这种特殊的F(z)【A】上矩阵有着密切的关系，所以先来讨论这种特殊的

，(z)[五】上矩阵：

定义2．8设A=(％)为任意，l阶矩阵，下面这个特殊的F(z)【加上矩阵

肌彳=曩引
A的特征矩阵Ll-A的行列式I力，一彳I展开后，就是A的特征多项式厂(名)。

定理2．10(Cayley-Hamilton定理)，l阶矩阵A恒满足其特征多项式厂(力)，

厂(A)=五”一口l兄”-1+口2五”～一⋯+(一1)”an

因为(／lI—A)的伴随矩阵(名』一A)的元素至多是旯的，l一1次多项式，故可把它表

(AI-A)=ClA”_+C2旯”-2+⋯+C：一l允+C：

其中Cl，⋯，G都是由常数组成的，l阶矩阵。再看

(允』一爿)(Cl五”q+⋯+C：)=厂(旯)，=J旯4一q，兄“_1+⋯+(一1)“口。，

33
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彳”CI+彳”1(G-Ac,)+a”2(C3一彳C2)+⋯+彳(q-Aq一。)-Ae=0

而右边则为：

彳4一口I么”一1+口2A”～一⋯+(一1)”口。I=厂(彳)

证毕。

，(z)[允】上矩阵也可以认为是“矩阵多项式"，即其系数为矩阵的多项式。

考虑，(z)[五】上矩阵的除法问题有

命题2．7仿定理2．10中的矩阵考虑两个J下方的，(z)【五]上矩阵如下：

B(旯)=BoX”+局五”1+⋯+吃，So≠0 ， 此时可说次B(A)=研 ；

C(五)=CoX”’+ClA“’-1+⋯+q，，c0非奇异，次c(见)=m’。于是必有唯一的

Ql(名)，蜀(A)，使

B(X)=Ql(五)C(五)+Ri(旯)

其中R(旯)或为0或次Rl(五)<次c(x)。

又有唯一的Q2(力)，R(允)，使

B(旯)=C(兄)Q2(兄)+R(A)

其中足(A)或为0或次R(名)<次C(五)。

这和普通多项式的带余子除法定则类似，只不过在相除时，要注意系数矩

阵相乘的因子次序，所以左商、右商不同，而有两个等式，两个余式。

定义2．9设彳，B均为n阶矩阵。如果有F(z)上非奇异矩阵P使P-1么尸=B，

则说彳相似于B，记为彳～口；也可以说用相似变换把A化为B。

命题2．8正方矩阵的相似关系具有反身性、对称性和传递性。

因由厂1AI=A知么～A；若A～召，则由尸-1彳P=B得(，1)_1召，1=A知

曰～A；又若A～曰，B～C，则由P-1彳尸=B，Q-1BQ=C得(PQ)一彳(PQ)=C知

彳一C。

命题2．9相似矩阵的秩数、特征多项式以及特征根都相同。
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定理2．11 A～B营(M—A)兰(刀一B)

证明如果A～B，则有P—AP=B，从而有P。1(旯，一彳)尸=2I—B，且尸～，P

均为初等F(z)[A】上矩阵， 故(旯，一A)兰(AJr—B)。反过来， 如果

(2I-A)兰(M—B)， 则有初等F(z)【旯】上矩阵户(兄)，Q(A)， 使

P(旯)(盯一A)Q(2)=(2I—B)。由命题2．7知有

尸(允)=(2I一曰)墨(力)+R，Q(A)=Ql(2)(21一B)+S

其中尺，S或为0或为F(z)上矩阵(因其次数<次(旯，一B)=1故也)。为简便，暂

不写出旯并把(五J一彳)与(肿一B)分别记为4与鼠。于是有

Bo=％Q=(Bo名+R)4(Ql玩+S)=Bo彳AoQlBo+BoP,&S+弛QI或+moS

把最后一项移到左边，再把S换成Q-QR80，把尺换成P—BoP,即得

玩一弛S=Bo片4Ql岛+80日Ao(Q—QI‰)+(P一鼠墨)4 Q180

=Bo日4Q180+鼠片4Q一岛层AoQl鼠+取QI鼠一最彳4Q鼠

=鼠日4Q+％Ql鼠一玩眉49&

由于鼠=钒Q，故4Q=尸-1磊，蹦=鼠Q～。代入上式得

鼠一矾S=BoPtP-1反+BoQ-19反-aoP,钯,ao=鼠(PiP叫+Q—Q一#以Q1)‰

现在把括号内的，(z)[A】上矩阵记为G(兄)，并恢复原来的记号即有

(以-B)-R(M-a)s=(五，-B)G(A)(2I-B)

观察两边兄的次数：左边应≤l；如果G(旯)≠0，则右边应≥2，此为矛盾。故

必有G(A)=0，从而得

九I—B=R0九I-A)S=ARS—RAs
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由此即知必有RS=，，R=S。1以及B=RAS=S～AS。故A—B。证毕。

现在来看五，一彳的史密斯形。因IM-Al=厂(兄)为以次多项式，i故3,I—A的

秩数为，l。由定理2．6知有初等F(z)[兄]上矩阵P(见)，Q(名)，使

户(五)(旯，一彳)Q(五)=

仍(五)0

0 纯(A)

，仍(A)|．．·I纸(A)

如果两边取行列式，则可由I尸(五)I=a≠o，IQ(五)l=6≠0，及厂(旯)与诸仍(五)的首

项系数均为1，而知必有

／(旯)=仍(兄)⋯织(五)，(此时必有ab=1)

因厂(A)为力次的，而右边有n个因子，且依次能整除下去，所以在一般情形下，

I；{『面若干个(例如是n—k个)不变因子均为1，而后面的k个才是真正含名的

多项式。即有

(五，一彳)兰

O

1

仍(兄)

0 张(五)

仍(A)I⋯I纯(旯)，仍(五)⋯纯(旯)=IAJ一彳l

进一步，还有

定理2．12如果(旯，一彳)的初等因子组为y。(名)，y2(名)，⋯，％(A)，则有
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(xs一彳)兰

l O

％(旯)

返只妥很琚上圆嗣叉苗劢彤，冉反夏用卜回阴命题，便再邑让明。

命题2．10如果g(旯)^(五)互质，则

(g‘0允’^&，]兰f，t01 g。五曼。旯，]L ^(A)／ g(五)Jjz(旯)／

I园有缈(五)与沙(旯)使g(五)缈(A)+办(A)∥(允)=1，故

l 1 —1 I：I缈(兄) ^(旯’l：1
l^(A)伊(旯) g(五)伊(A)l l—I吵(A) g(五)l

于是由

k如g。赢煅0’^跚妊矧』to鲋矧蚴L矗(A)少(名)g(允)缈(允)八 Jil(允)八一少(允)g(旯)J g(旯)Jlz(旯)，J’一’

2．3．3． 非减次矩阵

定义2．10如果矩阵彳的特征矩阵的不变因子为1，⋯，1，缈(兄)=Ixs-Al，则称

彳为属于伊(兄)的非减次矩阵。

定理2．13如果聊阶矩阵彳为属于缈(五)的非减次矩阵，且

伊(允)=旯”+口I力”一1+口2兄”一2+⋯+口。一lX+a。

则彳必相似于下面这个由A所唯一确定的矩阵

37
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C=

0 0

l 0

； 1

0 ；

O O

···0

···0

●

：

’． 0

⋯1

一口m

-a，n—I

-a2

-at

而C仍为属于伊(名)的非减次矩阵，并称为属于伊(旯)的典型非减次型(I)。

证明首先有

丸I—C=

五 O

一1 五

O —l

O O

0 0

O ⋯ O

0 ⋯ 0

旯 ⋯ O

O ’． 允

0 ⋯一l

考虑协，一cI，把第2，3，⋯，m行的A，兄2，⋯，五”1倍均加于第1行，则行列式之值

不变，而有

AI-Cl=

O O

一1 A

O O

O O

0 缈(旯)

0
am—l

旯
a2

—1五+gl

所以(们一C)的第m个行列式因子为伊(旯)。但是(五卜-C)的左下角那个m一1阶

子式为(-1)”1，从而知第m一1个行列式因子为l。故(五J—C)的不变因子必为

l，⋯，l，伊(五)=I们一cJ，即知c为属于缈(A)的非减次矩阵。再由(名，一彳)兰(朋一。

即知彳～C。由于C是由缈(兄)，从而是由彳所唯一确定的。证毕。

2．4 F(z)上频域理论

在本节中，将介绍文献【19】中频率域结构能控能观的主要判据或定理。尽管

系统模型同为心)上的传递函数矩阵，与第4章的频域结构能控能观判据不同，

38
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文献【19】的所有结论均是基于零极点抵消理论得出，定理的具体推导或证明过程

略过，同时也给出几个实例说明它们的应用。

2．4．1． 一般系统

心)上系统文=血+Bu，Y=Cx+Du称为有理函数系统RFS(Rational function

system)，其传递函数矩阵表为

G∽一cc盯-A，-tB+D=≤‰=紫，UCLI叫一以● fIJ-

其中P(s)=det(sI—A)∈F(z)[J】，U(s)=Q(s)U‘(J)是环心)【J】上的多项式矩阵，

Q(s)∈F(z)【s】是u(s)中所有元素的最大公因式。

对于给定的三∈Rq，U’(s)的所有元素间仍然可能存在公因式，但这些点的集

合的测度为零。因此当实数域上系统已知的零极点抵消理论用于建立结构能控能

观性(简写为SC．SO)判据时，这些判据仅仅取决于P(s)和Q(s)，不依赖于u+O)

定理2．14如果P(s)=det(sI一彳)与Q(s)互素，那么系统是结构能控能观的

(SC．SO)，即心)上能控能观．
证明：由结构能控能观定义、已知的零极点抵消理论和2．7．1节的引理2，定

理2．14可立即获得。

由定理2．14意味着如果一个系统仅在具有零测度的子集E c R9上有零极点抵

消，那么这个系统是结构能控能观。

定理2．15如果系统是单输入单输出，那么系统是结构能控能观的(SC．SO)当

且仅当P(s)并nQ(s)是互质的。

例2．3：考虑如图3．1所示的电路图，图中U是输入电压，Uc是输出电压，

并且具有状态方程膏=AX+bu，Y=谢，其中

39
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x=㈢协 十亨Rl+R2廿2
l

R2C

1

上

，否=(1，O)

图3．1 RLC电路图

令z=(墨，坞，C，￡)∈R4。显然这个系统是多元有理函数系统。它的传递函数

是G(s)2i：鬲i弓s+享l痧≈lL 显然，在，(z)[s】上有

((s+R／训s2+面R2+RI s+I／LC))=l。
由定理2．14或2．15可知这个系统是结构能控能观的(SC．SO)。

根据多输入多输出系统理论可知，如果相等的极点从它们的传递函数中全

部被抵消，那么这个系统不是能控能观的。一个具有性质l(参见第3章定义

3．1)的RFS在参量空间的几乎任何地方没有非零重特征值，而在原点可能有多

重特征值。那么由SC．SO定义以及两个多项式互素的充要条件知下面的两个定

理显然成立。

定理2．16对F(z)上的系统，在，(z)[s]中存在两个分解

P(s)=【矽(s)】口P‘(J)和Q(s)=[≯(5)rO‘(s)，这里≯(s)和P’(5)互素，矽(s)和Q‘(s)

互素。如果1≤口≤∥，那么系统不是SC．SO

如果f(s)∈F(z)[s】，f(s)=s五≯(s)且s不能整除矽(s)，那么称≯(s)为f(s)的非

零部分。

定理2．17假定系统是具有性质l的RFS，且有p(s)=saP．(s)，Q(s)=s∥Q‘(s)，
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这里尸．(s)和Q’(s)分别是尸(J)和Q(s)的非零部分。 如果1≤口≤∥或

(P．O)，Q’0))≠1，那么系统不是SC-SO。

定义 2．11t34-
351 令 RFS 的传递函数矩阵是

G。(J)=(q(s))，1≤i≤P，1≤J≤g ， G：【，(s)=％(J)／岛(s) ，

％(s)和岛(s)∈F(z)嘲， det(岛(s))≥det(％(s))， (％(s)，岛(J))=1。 令

％(s)∈F(z)[J】是G’(J)中阶数小于或等于h的所有子行列式的最小公分母。

w(s)=比(s)=％(J)称为G’(s)的特征多项式。

尸(J)=det(sI一彳)等于传递函数矩阵G。(S)的特征多项式w(s)。

·P(s)=det(M—A)=s口P．(J)，Q(s)=saQ‘(J)，w(s)=s7w’(s)，这罩w(s)是传递函数

矩阵G+(s)的特征多项式，P‘(s)，Q’(s)，∥(s)分别是尸(s)，Q(s)，w(s)的非零部分。

例2．4考虑一个多输入多输出的RFS，q个参量z=(z。，z：，．．．，z。)，其状态方程

彳=[妻 三 季]，召=[； ÷]，c=[三 三 ：]
G∽=上(s-1)生2(s-4)f，I,s三4卜04)

因为对于任何z∈R，，det(T(z)T’(z))≠0和det(To'(z)To(z))≠0，所以这个系统

41



武汉理工人学博士学位论文

2．4．2． 单输入单输出组合系统的结构能控能观

考虑两个单输入单输出RFS子系统∑。：毫=4Z+E“，，Yi=CiXi+B％。

4，9，9和9是域F(z)上的矩阵，i=l，2，工∈R一，吩∈尺，乃∈R，i=1，2。∑，的

传递函数是q∽=等，其中驰)=det(“-小=l，2。
令Gf(s)，q(s)，G>(s)分别是串联，并联和反馈组合系统∑，，∑p和∑厂的传
递函数。那么有

q∽矧蝴)2锱搿

G小M∽+G2(加绁篇劣型
G s、： g!兰2 ： 垒!兰!墨!兰2r(
。。1+GI(s)G2(s)露(J)E(s)+Ql(s)Q2(s)

∑：在反馈路径中。

2．4．2．1 一般情况：子系统具有相同参量

定理2．20：X,是SC-SO当且仅当∑，是SC-SO且 (异(J)，Q，(a))--I，

f，J=1，2，i≠J。

定理2．21：Xp是SC·SO当且仅当Xi：是SC-SO和(互(s)，最(s))=1。

定理2．22： ∑_r是sc·SO当且仅当Xi是SC-SO且(QI(J)，忍(J))=1

备注：很明显，定理2．20，2．21和2．22可用数学归纳法推广到有限数量的RFS

子系统。考虑一个总的组合系统∑，∑由m个RFS子系统∑l，∑2，．．⋯．∑棚(m>3)

组成。不失一般性，假定∑。和∑：以串联、并联或反馈3-式连接，且将它们组成的

系统表为∑。：；用Et23表示由∑12和∑3连接成的系统．．．．；最后，∑123⋯⋯脚一l和∑朋
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连接成∑123⋯⋯历。∑=∑。23⋯⋯。是SC．SO当且仅当对于每个i=l，2，3⋯，m，

∑，是SC．SO，并且对于每个户l，2，3⋯，m，∑123⋯⋯，的传递函数的分子与分母是互

素的。

2．4．2．2 子系统有不同参量的情况

从工程的观点看，一个组合系统通常由两个无负载效应的子系统组成。子

系统因此可以认为是独立的，它们的参量也是独立的。

引理2．2： 令R^和R4z是两个相互独立的参量空间。如果

f(s)=厂(孝；J)∈，(孝)[5】，孝∈R^；g(s)=g(rl；s)∈，(刁)【J】，77∈R“z；刃B么厂(J)署口g(s)

的最大公因式是一个系数是实数的S的多项式。

由引理2．2和两个RFS子系统∑。和∑：的参量是独立的假设，定理2．20--2．22

的条件具有更简单的形式。组合系统是sc．sO当且仅当∑，(f=1,2)是SC—sO且

组合系统的传递函数的分母和分子没有系数都是实数的s的多项式公因式。

对于两个具有性质2(参见第3章定义3．1)的子系统组成的组合系统的结构
性质有以下定理。

定理2．23：令∑。和∑，是有性质2的两个RFS子系统，它们的参量是互相独立

的。 串联组合系统∑f是SC．SO当且仅当∑l和∑2是Sc．SO并且

弓(O)=o,nQ，(O)=0不同时成立，这里i≠．，，f，J=1，2。

定理2．23说明如果每个子系统都是SC．SO(一般地，这种假设是能够满足的)，

那么由两个具有性质2的RFS子系统串联而成的组合系统是SC．SO的唯一的条

件是当i≠jIFJ"，G，(s)和G，(s)之间不存在在原点的零极抵消(G，(s)(f=1，2)

是否有在原点的零点或极点是很容易检查的)，所以不必考虑尸．i(s)和Q’，(J)的互

素问题，这里P+，(J)和Q’，(占)分别是只(s)和Q，(s)的非零部分，f≠／，f，J=1,2。

因此当两个RFS子系统具有性质2且SC．SO时，判据的条件明显减化了。

例2．5：考虑一个有两个子系统∑，和∑：的串联组合系统∑，这里

4=(毫计4=(0：n E甜q邓。，
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i=l，2；口l，口2，口3，zI，z2，z3是六个独立变量，∑f是SC．SO；

Gl(s)2F百iS面--Zi2万丽， G2(s)2F币丽S--ia2 i瓦。
检查∑是否SC．SO。

检查系统∑f得知∑f具有性质2。很明显，∑。和∑2的参量是相互独立的。

因为∑f是SC．SO，故只需考虑在原点的零点和极点。因为在原点GiO)“=1，2)

没有零点和极点，因此在原点不可能有零极抵消。因此由定理2．23可知∑是

SC．So。很明显，这个方法是简捷的。

对于没有性质2的RFS的子系统来说，定理2．23不成立，但定理2．20仍

然成立。然而检查(尸．，(s)，Q+，(s))=1是否成立比较困难，特别是当

deg(P+，(s))Ffldeg(Q*j(s))是3或者更大时。考虑两个没有性质2的RFS子系统

∑l和∑2， ∑f是 SC．SO， i=1,2。 ∑I和∑2的传递函数是

郇)2习再再s2+3而s+2丽面，郇)=而而尚岩而丽，其中
al,a2，a3，cl，c2是5个独立参量。检查∑l和∑2的串联组合系统∑，是否是

SC-SO。虽然在原点G10)和G20)没有零极点抵消，但(QI(s)，昱(s))=(J+1)，

根据定理3．20知∑，不是SC．SO。求Ql(s)和￡(J)的最大公因gcd 0+1)依然是

费事的。

从设计的观点看用两个具有性质2的SC．SO子系统设计一个SC．SO串联系

统是容易的，因为它只要求设计者避免在原点的零极抵消。

定理2．24：令∑。和∑：是两个有性质2的子系统，它们的参量是互相独立的。

那么∑。和∑：的并联组合系统∑p是SC．SO当且仅当∑l和∑2是SC-SO且

曰(O)=O和最(O)=0不同时成立。

定理2．25：令∑l和∑2是具有性质2的两个RFS子系统，它们的参量是相互
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独立的。那么∑I和∑2的反馈组合系统∑，是sc-SO当且仅当∑l和∑2是sc-SO

且E(O)=O和Qi(O)=O不同时成立。 ．

由两个具有性质2的子系统串联(或并联)组合而成的系统的特征多项式

det(sI-A)=det(sI-At)det(s／-A2)=只(s)E(s)，因此组合系统也有性质2。应

用数学归纳法定理2．23和2．24可以推广到有限数量的具有性质2的RFS子系

统。而定理2．25一般不能推广：虽然每个只p)具有性质2(f=1,2)，而反馈系

统∑，不具有性质2。例如，每个∑f(f=l，2)是一个sc-SO的RFS子系统，它

的传递函数是GfO)=1／s，∑，是一个不显含独立参量的RFS子系统。因为只0)

的根不可能是任何非零常数，故∑f具有性质2。∑，的传递函数求得是

Gs(s)2≯备，并且非零常数板面，一扳面是弓(J)的根。因此∑，不具有性质
2。

例2．6：考虑一个如图3．2所示的伺服控制系统，已和包分别是系统的输入

输出。

。电位计

图3．2伺服控制系统

忽略电动机和齿轮的非线性，这个系统可以看成包含三个子系统的组合系

统，三个子系统是：具有输入△口=Or-Oc揪u置的∑l；具有输入‰和输出铭
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的∑：和在反馈路径上的具有输入砧和输出艮的∑，。选择如图3所示的

Uc,coco为状态变量。那么

其中

∑I：吃=-4¨U。+口：¨dIAO， “足=一U。+dlAO，

口：1)=去，吐=％口抛=慧．

kⅢ■)](：]也卜
其中口f2k％筹肚器．
∑3：艮=Oc

r，臼、
良=(，l，o)l l，

L国／

∑l和∑2的参量显然是相互独立的。 令z‘1’=(C，R，kl，也)∈R4和

z‘2)=(厶，R，厶，吒，q，包，刀)∈R7，∑3没有物理参量。那么这个总的系统∑有

11 个参量z=(z(¨，z(2’)∈R¨。 很明显∑3是SC—SO。 因为

Gl∽=南，G2∽=蒜删
(鼻(s)，Q(J))=1(f=l，2)，即∑。和∑：是SC—SO。因为Zi(f=1，2)的储能元件的

初始条件是独立的，所以∑f具有性质2。因此串联组合系统∑12的SC．SO仅仅

取决于在原点的零点和极点。但是罡(O)=Ql(0)=0，因此∑。：不是SC-SO。由定

理2．23可知∑不是SC—SO。

因为在原点存在抵消，所以总的组合系统是临界不稳定的。只有当∑的物

理结构改变时(例如∑l变成如图3．3所示的结构时)，∑才可能成为稳定的。
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∑l

图3．3 新的稳定的网络结构

2．5 本章小结

F(z)上的矩阵和数域上的矩阵一样，可以在矩阵的元所在域上做初等变换。

与数域上的关于旯的多项式不同的是F(z)上A的不可约多项式的次数可以任

意大。F(z)上旯的多项式的系数的独立性与其不可约是有关的。F(z)上的多项

式矩阵具有唯一的史密斯形和非减次形矩阵。

对于由单输入单输出子系统构成的频域的串、并联系统，定理2．23—2．25

表明如果组合系统的子系统是SC．SO，而它不是SC．SO，那么它的传递函数在

原点存在零极点抵消。这样的组合系统是结构上临界不稳定的，不能工作。这

意味着在这样的组合系统中，SC．SO和稳定之间存在着直接明显的联系。
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第3章 1一型矩阵的两种性质及应用

为了研究结构性质例如结构能控性，文献【201提出和利用了一类有理函数矩

阵具有如下的形式：

A=％=(C+y)～U，

其中C=diag(zI，z2⋯．，z。)，V和U是两个F(乙+I’⋯，乙)上的rIX H矩阵，

，(乙+．，⋯，乙)表示乙+．，⋯，z。上的有理函数域，z⋯．．，Zn，z川⋯．，z，是q个独立参

量。因为C=diag(zl，z2⋯．，Zn)且y不包含ZI，z2⋯．，z。，所以det(C+V)是

zI，Z2⋯．，z。上的n次多项式，且它的最高次数项是z。z2⋯z。。设

岛=毛／det(C+V)是(c+矿)叫的任意的非零部分。go．龊z。，Z2⋯．，乙上的，1次

多项式，且有deg(gU)<咒。所以(C+y)-1和(C+y)-1U(U不包含毛，z2，．．．，Zn)

没有非零的常数元。文酬20】用这类矩阵描述和研究了一类线性物理系统(电网

络)的一些结构性质(可约性，可断性和结构能控能观性)。但是由于(C+矿)叫U

的每个元都不是非零常数，由(C+y)．1U描述的线性物理系统是有限的。例如，

在一个伺服系统里，位移(角位移)和速度(角速度)都是状态变量，那么系

数矩阵彳有一个非零的常数元为l(见例3．2)。为消除此类困难，本章定义了

1一型矩阵A=(aU)，当f<J时，aU是一个常数或％=嘭乞，当f≥J时。

3．1 两种性质和卜型矩阵

定义3．1119’令彳是F(z)上的n×n矩阵。那么它的特征多项式为

det(2I-A)，(z)【五]，如果m木{z e R9|det(旯，一彳)=o有非零重根)=0，称矩阵彳

具有性质1；如果m宰扛∈R9 Idet(rI-A)=O}--0，称矩阵A具有性质2；其中r

是一个非零常量，m}{⋯)=O表示点集{⋯)的勒贝格测度为零。
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性质1表明对几乎所有的z∈Rq矩阵彳的非零特征值的重数为1，即么矩阵

没有非零的重根。性质2表明对几乎所有的Z∈Rq非零常数，不是A的特征值，

即彳矩阵没有非零的常复数根。

物理系统特征根的零模式是可以有重根的。例如有质量的质点运动的牛顿

第二定律缈=f是一个简单的系统，这里m为质点质量，Y为位移，．厂是作用于

质点的外力的合力。令y=五，夕=x2，那么有状态方程j=ax+Bf，其中X=(五，x2)’，

彳=(：：)，曰=【!!：=l。故det(AJ一棚=∥有两重零根。如果设萝=而那么有状态方
ro 1 01 f，o]

程Jc=血+矽，其中x=(^，恐，而)’，A--1 0 0 1 l，B--1 0 I，，是f的变化率。系
10 0 0j IYmj

统不增加独立参量(还是一个参量m)却增加了零根的重数，这是因为零模式与

参量无关似不含参量)。但是物理系统的非零模式不能有非零重因式，应具有性
质1，否则系统非零模式的维数因为非零重因式的重数在数学上可任意大而造

成系统非零模式的维数可任意大却不需要新增加任何物理元件(仅需一个非零

因式罩的那些元件参量)，从数学逻辑(理论)讲这是很合理自然的，但从物理系
统结构(可实现性)讲这是不可能的。

线性物理系统具有性质2的物理理由是显然的：因为研究的对象是动态系

统，所以系统的特征根不是一个纯数，而是有物理量纲(常常是秒分之一)。因
此系统的非零根只能是系统独立物理参量的非零常数的函数。

所有物理参量都视为独立参量的线性物理系统(如线性电网络)应该具有这
两个基本性质，但是如果物理系统的部分独立参量被固定为常数时和／或存在数

学约束时就可能不具有这两性质。从数学的观点看心)上的方阵一般都不具有
两种性质，即特征多项式具有重因式(包括非零重因式和非零常数特征根的重因

式)的矩阵才是心)上方阵的一般情况，但从物理的观点上看具有两种性质的系
统确是普遍情况。

定义3．2称，l×，l矩阵A=aij包含q个独立参量z⋯．．zt，．．．，z。，乙+l'⋯，z口为I一

型矩阵如果当i<-，，ag是一个常数或aij=口；zf，当f≥／，aij=口；毛，这里

a盯t=口；(乙小⋯，zq)是乙+．，⋯，乙上的有理函数当f<／和f≥／。

线性系统的很多重要性质如稳定性和能控性都取决于他们的特征多项式。

由于性质1和2都是，(z)[旯]上的det(2I—A)的性质，它们在结构能控性上有重

49



武汉理f大学博七学位论文

要的应用(参看第2章的2．4节和【22】)。尽管1．型矩阵只是一类有理函数矩阵但

它可以描述大多数的线性物理系统(参看例子3．1和3．2)。因此有必要证明1．

型矩阵的性质1和2来分析线性物理系统的结构能控和能观性。工程上应用的

线性系统即是物理系统，因此从物理的观点来看这种研究具有一定的意义。

另外，在第1．1节中总结了在结构性质的研究历史中，学者曾引入结构矩阵

14】、一次多项式矩阵【15-1 61、列结构矩阵㈣和混和矩阵【171。根据它们的定义，结

构矩阵和列结构矩阵都不包含任何非零的常数元，但1．型矩阵包含。1．型矩阵

可能不是独立参量的一次多项式矩阵，但它一定是有理函数矩阵。最后1．型矩

阵也不是混和矩阵。

f，(乃+1)z。 8 、1
例如，考虑一个1-型矩阵A=(％)=I乞+z6。 z3+325，I。

L z3+2“ z4+9气j

由于1．型矩阵么含有一个元a。，=8是非零的常数，彳不是结构矩阵、列结构

矩阵或者(C+y)～U。元口⋯口2。和a22是独立参量zI，z2⋯．，z6的有理函数，不是

z1，z2⋯．，z6的一次多项式，所以A也不是一次多项式矩阵。彳不可能写成

A=r+G，其中丁的每个元都在G的元所属的域上独立，因此也不是混和矩阵。

3．2 若干引理

在证明1．型矩阵的两个性质之前需要一些引理。

令尺表示所有的实数域，埘z⋯⋯z。】表示g个参量毛，z：，．．．，z。的实系数多

项式的坏。R[z⋯⋯z。]可以简写为R或R[z】，这里z=(z⋯⋯z，)。令足[旯]表

示Z的足系数多项式的环。在代数理论上有以下引理成立。

引理3．1如果尺：【伽上的多项式P(旯)可以在F(z)[五】上分解，那么P(五)可以

在R[兄】上分解。

令P(五)是，(z)[允】上的n次多项式。如果Pt；t】_五”伊(名)，0≤m<刀，

(五，妒(兄))=1， 缈(力)=仍(见)仍(允)⋯纪(力)， 纺(名)∈，(z)[旯】，deg(,oj(2)≥1，

1≤／≤J，那么称伊(A)是尸(五)的非零部分， 纡(五)是非零因子。如果

仍(旯)=仍(五)，那么称仍(A)和仍(五)是非零重因子。
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引理3．2如果P(旯)是F(z)【旯】上的不可约多项式(也就是说在F(z)[伽上不

能分解)，那么m+{z∈R9 I尸(A)=o有重根)=o。

证明 因为P(2)不可约，P(2)在，(z)【五】上没有重因式。那么

(P(名)，户(五))=1，其中户(兄)∈，(z)【允】表示P(力)的导数。由文献【19】的引理2知

m木{z e R9 l(P(名)，户(旯))≠1)=o，这就意味着m牛伫∈R9 lP(A)=o有重根)=o。

引理3．3设P(2)∈F(z)[兄】o P(iL)在F(z)[力】上没有重因式当且仅当

rn}{z∈R9 IP(五)=o有重根)=o。

证明充分性是显然的。只需证必要性。因为P(2)没有重因式，设P(2)不

可约，那么由引理3．2知必要性成立。设P(2)=办(旯)⋯唬(旯)，其中h≥2，

deg(办(力))≥1，办(A)∈F(z)[A]不可约，且有(谚(允)，办(五))=1，i≠J，1≤i，J≤h。

由文献‘191的引理2知m幸{z∈R9 l(谚(A)，办(五))≠1)=o， 这意味着

m+z∈R9 IP(旯)=o有重根)=o。

引理3．4(i)m木z∈R9 Idet(M-A)=0有非零重根)=0当且仅当det(2．I一么)

在F(z)[五]上有非零的重因式；(ii)m木{z∈R9 ldet(r／-A)=o)=0当且仅当

det(r／一A)是F(z)上的非零成员，其中，．是非零常数。

证明(i)显然，这是引理3．3的特殊情况。(ii)必要性，如果det(r／一A)是

，(z)上的零成员，那么聊奉z∈R9 ldet(rI-A)=o)≠0。充分性，如果det(r／一彳)

是，(z)上的非零成员，那么m宰{z∈R9 Idet(r／-A)=0)=0。

根据引理3．4，如果det(2I—A)在F(z)[兄]上没有非零的重因式，可以说矩阵

彳具有性质l；如果det(r／一A)是F(z)上的非零元，其中，．是非零常数，矩阵A

具有性质2。
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3．3 卜型矩阵的两种性质

定理3．1考虑九的多项式尸(兄)=兄“+q旯”1+⋯+吼兄”‘+⋯+口川2+a。，其中

系数吼=吼(z)是g个参数z。，z：，．．．，z，的多项式，在q(z)中没有非零的常数项，

1≤k≤n。那么尸(，)是F(z)的非零元，其中，．是非零常数。

根。

证明i)如果a。=口：=⋯=a。=0，P(，．)=r”，任何非零的常数都不是它的

ii)设尸(五)=名”≯(允)，其中矽(兄)=名”一”+q五“一”-1+⋯+口。一。， a。一，≠0，

O≤m<n。那么尸(，．)=r”矽(r)=rm(，”一”+口I九”一”一1+⋯+口。一。)。因为a^，1≤k≤n

不包含任何的非零常数项，aj，””1+⋯+口。一。不是非零的常数。因为r舻m是非零

的常数但是ai，．””1+以2，_卅-2+⋯+口。一州r+a。一。不是一个常数， 所以

P(r)=rm矽(r)≠0。

定理3．2考虑五的多项式P(A)=∥+口12n一1+⋯+口||}∥一七+⋯+口川2+a月，其中系

数吼=ak(z)，1≤k≤刀是q个参量zl，⋯，z9的多项式。如果口^的任意项

brzj：i z≥⋯z孑满足‘∈{o，1)，l≤f≤g，羔吩≥l，且印是包括零的常数，那么

尸(五)在F(z)【A】上没有非零重因式。

证明i)如果口l=口2=⋯=％=o，P(A)=∥，定理成立。

ii)设P(A)=名“≯(五)，其中烈力=A一+口l∥+⋯+％。，口，一≠o，0≤m<”，
矽(旯)是P(旯)的非零成员。如果矽(允)不可约，定理成立。如果矽(五)是，(z)【A】上的

可约多项式，由引理1知F(z)【A】在如(五)_1：n-le／句。设矽(A)=破(兄)⋯丸(允)，，其中

2≤JIl≤刀一m，以(A)∈毽【棚不可约，1≤-，≤．Il。因为矽(A)的首系数是1，办(A)的
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首系数为非零常数。显然由假设1≤‘+吒+⋯+_知吼(z)没有非零的常数项。所

以不可能办(五)的每个系数都是常数。相反地，设≯(五)有非零的重因式。那么至

少存在两个整数f，．，，1≤j，j<h，f≠-，使得卉(旯)=办(A)，意味着尸(A)至少有一个非零

的系数口七(z)，1≤七≤n，至少包含一项不满足，j∈{D，l}。与假设矛盾。

引理3．5设刀×疗的矩阵爿=(勺)满足当i<-，时，aij为常数或者口{，=口’{，zf，当

f≥／时，嘞=口’{，乞，其中∥驴是非零的常数，：I’．一，z。是刀个参量(g=甩)。那么

它的特征多项式det(21一彳)=名n+nl允¨+⋯4-an—12+a打中， 系数

口七=bi，i2⋯噍z?z≯．zi‰k ， 其

0∈{1，⋯，玎)'0≠“(_，≠^)，1≤／，h≤七，6ll曩噜是常数， ，：_，∈{o，1)， 1≤_，≤七，

k

y，：≥1。
‘_一l』

j=l

打

证明已知det(M一彳)=∥+∑(一1)七q名一一，其中4是彳的尼阶子式的和，
k=l

1≤k≤甩；仇的每个尼阶子式可表示为

det[耋：：：：三：]=∑c±口。^口屯屯⋯％“，，
其中1≤fl<f2<⋯<k≤刀； SI,J2，⋯，Sk是‘，之，⋯，攻的排列变换；

±口fI，。口f2，：⋯气％是展开行列式的一项。显然，它的每一项包括零和非零项至少

有一个因子ai^使得屯≥s。，1≤“≤k。因为aij,=a'i，f^zi．，(ij>-ih)且当

‘<‘，口驰是常数或口％2口’协z‘，所以结论显然成立。

显然引理3．5的系数吒不包含任何的非零常数项。由定理3．1、3．2和引理

3．5知，定理3．3立即成立。
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定理3．3引理3．5中以个参数zl’．～，z行(g=刀)的一×刀的矩阵彳具有性质1和性

质2。

定理3．4 g个参数zl，⋯，z。(g>咒)的刀×胛的卜型矩阵A具有性质1和性质2。

证明任意的取(z川，⋯，z。)=(z：小⋯，艺)为常数向量，定理3．3成立。这表
示定理3．4也成立。

许多矩阵具有性质l和性质2。文献汹1中得出结论：如果混合矩阵有在子域

K上降秩的特征值，那么它是单根，这与性质1类似。又结构矩阵和列结构矩

阵具有性质1，也不难证明他们满足性质2。矩阵(C+y)叫U也具有两种性质。

卜型矩阵满足两种性质且可以描述大多数的线性物理系统。那么可以提出疑问：

任何的线性物理系统都满足这两种性质吗(如果它的物理参数都被认为是独立

的参量)?这两种性质是否只取决于线性物理系统的结构?

3．4 多元有理函数域上系统的一些能控判据

本节介绍了文献乜21中的多元有理函数域上系统的一些结构能控判据，这些

判据的研究对象限于时间域模型(即状态方程和输出方程)。这些判据可用来对

卜型矩阵系统的做结构性质的判定。

考虑多元有理函数域上的线性系统膏=从+BU，Y=CX+DU，

T=(B，AB，⋯，A一一1曰)，7"o=(Cr，A 71Cr，⋯，(爿一一1)7’C7’)7’分别是它的能控和

能观矩阵。因为他们都在z上独立，r和瓦可以表示为T(z)和ro(z)。设

Ⅳl={Z ER宁Idet(r(z)r7’(z))=o)，Ⅳ2={z∈Rq Idet(Tor(z)毛(z))=o)
设S为点集，m木S表示点集S的勒贝格测度。文献n町中有如下两个定义和

一个引理。定义：如果m宰Ⅳl=O那么系统结构能控的；否则不是结构能控的。

如果m木Ⅳ'=0那么系统是结构能观的；否则不是结构能观的。

定义：因为丁(z)和而(z)是F(z)上的两个矩阵，且有det(T(z)T71(z))∈，(z)和

det(ToT(z)％(z))∈，(z)。那么如果det(丁(z)丁r(z))是F(z)上的非零元(即r(z)有以

列在F(z)上线性独立)则RFS(1．1)F(z)上能控；否则为F(z)上不能控。如果

det(碚’(z)毛(z))是，(z)上的非零元则RFS在F(z)上能观；否则为F(z)上不能观。
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引理：设f(z)∈F(z)。如果f(z)是尸(z)的零元(即厂(z)=0)，那么对所有的

Z∈Rg都有f(z)=0；如果f(z)是F(z)的非零元(即厂(z)≠0)，那么

m幸{z∈R9 I厂(z)=o)=o。

由以上定义和引理知系统的结构能控性(结构能观性)与F(z)上的能控性

(能观性)是等价的。

设M是F(z)上的以×，l矩阵。M在F(z)上是可约的或者M是F(z)上的可约矩

阵如果存在F(z)上的非奇异矩阵P使得

一1=(麓。Z：)
其中Mf是％×％的矩阵，i=l，2，1≤一，<玎；否则M在，(z)上是不可约的或者肘

是，(z)上的不可约矩阵(为简约F(z)上常省略掉)。

定理3．5设A是，(z)上的甩×，l矩阵。，当且仅当A不可约时，对任意的非零

的nxm F(z)上矩阵B都有系统(彳，B)在F(z)上能控。

尽管检查F(z)上的任意的竹×，z矩阵的不可约性是个复杂的问题(n>3)，定

理3．5可以应用在大多数的系统理论研究上例如电网络。文献阻7侧证明了实际

的不可断的RLC网络的等价网络的系数矩阵A是F(z)上不可约的。所以由定理

3．5知当且仅当B≠0时电网络能控。

定理3．6设A=afag(4，4)， B=(砰，霹)r，其中4、马分别是F(z)上的

嘞×嘞、 嘶×m的矩阵，i=1，2，多项式det(2I-AI)和det(M一4)互素。当且

仅当(4，E)在F(z)上能控，i=1，2，(A，B)在F(z)上能控。

推论3．1考虑A=afag(4⋯．，4)，B=(邵⋯．B。r)r，其中4和E分别是

，(z)上的嘶×?1i和嘶×m矩阵，i=1，⋯，k，det(2I一4)并-fl det(2I一4)，f≠／互素。
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那么似，召)在，(z)上能控当且仅当(4，骂)在，(z)上能控，j=1，⋯，k。

如果矩阵的特征值为零那么说这个矩阵是幂零矩阵。

定理3．7设n xn的矩阵4具有性质1，B是F(z)上的nxm矩阵。那么存在

F(z)上的不可逆的矩阵P使得PAP-1 diag(Ao，4，⋯，4)，PB=(爵，口i，⋯，霹)r，其中

^是H0×n0的幂零矩阵，4(1≤i≤尼)是F(z)上的吩×ni不可约矩阵，毋(0<-i≤尼)是

，(z)上吩×m的矩阵，n=no+nI+⋯+住。那么当且仅当(鸽，‰)能控时，(彳，B)能

控，忍≠0，l≤f≤后。

由对偶性容易得知F(z)上能观性的结果。

定理3．7具有实际意义：如果线性物理系统的物理参数是数学上的独立变

量则它具有性质1。

图3．1 RLC电网络

3．5 结构能控性判据的应用

例3．1考虑图3．1所示的RLC电网络，状态方程为岩=似+B％，其中

石=(囊]，曰=(差)， 吃是电压源的电压， 彳=dtagc4，4，，
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马=[三。]，岛=[毒1]，五=[；]，．砭=[善]，4=

鸣=

o o 上
c1

为它们是独立的参量。设z=(zI⋯．，气)=(q1，G1，与1，G1，与1，与1，蜀，恐)，那么有

4=∞≯融z4刊o 1即阱=I]．
显然，彳=diag(4，4)和曰=(爱]是F(z)上的矩阵，且由定义知彳是卜型矩
阵。所以4具有性质1和性质2。显然det(tI一4)是F(z)【州(f_1，2)上的不可约多

项式。因此4和A2是F(z)上的不可约矩阵。因为A是具有性质1的卜型矩阵，

4在F(z)上不可约且忍≠O(i=l，2)，由定理3．7知(彳，B)在F(z)上能控(即结构

输出。选择状态变量为x=(xi，恐，与，_)7=(q，q，幺，鸱)7，那么状态方程是

A=

O 1

(一zsz6)z2一-72

0

(一Z7ZS)Z4

1

一z4

57

=(吾 o]， 曰：鸣J

O

Z52622

O

z12824

=㈢，

，一Q

o

一|啪兰厶

O

■一厶

。

堕岛生岛一|q生岛恐一厶

o

o一岛。
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z=(zl,z2,z3,z4；zs,z6,zT,zS)=(钆砉，z，，专焉，％，七：，七，：)。彳是卜型矩阵其中
q2=l，％=l：口：／=o，口：，z1．0，j=l，3，4；口；J=o，《，z3=o，j=l，2，3。显然

det(AI一4)是，(z)【棚，f-1,2上的不可约多项式。所以4在F(z)上不可约。因为A

具有性质1且尽≠0，由定理3．7知(彳，曰)在F(z)上能控。

3．6 本章小结

图3．2两个伺服系统

本章证明了1一型矩阵满足两种性质：它的心)厂／1]环上的特征多项式没有非
零的常数特征值；在心)[^】环上没有非零重根，并得到了一些特征多项式在
心)[A】环上没有非零重根的线性系统的能控标准，表明了1．型矩阵和系统在结
构能控性判断上的应用。 ，
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第4章 基于多项式矩阵理论的F(z)上系统结构性质

在第2章中定义了F(z)上名的多项式矩阵即环F(z)[允】上的矩阵及其矩阵运

算规则，并用，(z)【五】上矩阵的史密斯形研究了，(z)上矩阵彳的特征矩阵。在

实数域上的线性系统的频域理论中，多项式矩阵的互质性是一个重要的概念，

表征了两个多项式矩阵的不可简约属性。如果线性系统的描述方式为多项式矩

阵描述PMD(Polynomial matrix description)，其系数矩阵的互质性与系统的能

控能观性有内在的联系。本章将利用这种内在的联系和环，(z)Ⅲ上的多项式矩

阵理论把实数域系统的基于多项式矩阵理论的能控性判据推广至F(z)上的系

统。

4．1 ，(z)上频域系统的结构性质

4．1．1 F(z)上的能控性PBH判据

为得到F(z)上的能控性PBH判据，回顾第2章中关于多项式矩阵的若干定

义如下。令环F(z)【s】表示以F(z)上的元为系数的5的多项式的环。多项式

d(J)=dos”+吐s”1+⋯+以∈，(z)【s】，其中吐=40)∈，(z)，i=l，⋯n，d0)表示

以s为变量的带有n个系数d。，．⋯d。的多项式，因此d(J)也可以表示为d(z，J)。

如果一个多项式矩阵M(z，s)的元素均在环，(z)【s]上，则称M(z，s)为环F(z)【s】

上的多项式矩阵。本章中的M(z，s)均简写为M(s)。

定义4．1如果F(z)【s】上的nx甩方多项式矩阵P(z，J)的行列式detP(z，s)=C

为非零且不含J的元(即C∈F(z)，C也可以为实数)，称P(z，S)为F(z)[s】上的

单模阵。

引理4．1【19】如果厂(z)是F(z)上的元，则有厂(z)三0或者研幸{zlf(z)=o)=0。

如果P(z，J)为，(z)[s】上单模阵， 由引理 4．1 知： 令

59



武汉理-T大学博十学位论文

MI={三∈R9 IrankP(-f，s)=刀，Vs∈c)，M2={三∈R9 IdetP(三，s)=0，Vs∈c)，贝0

有m木Ml=I，m木M2=0。

实数域上的PBH判据是联系时域和频域的一个桥梁，表述为：线性时不变

系统能控当且仅当rank[s1一A，B】_刀，Vs∈C，其中A∈R删力，B∈R耿历，C表示复

数域(【2】中的结论4．3)。当A，B都是F(z)上的矩阵时，引入Lebesgue测度。

引理4．2 F(z)上的能控性PBH判据的测度表示：F(z)上的n维线性系统

戈=Ax+Bu，Y=Cx+Du在F(z)上能控(简称结构能控)的充要条件是对于

集合E={z∈R9[rank[s／-A，曰】一刀，Vs∈C}，有研宰E=I。
证明必要性：

0，B)在F(z)上能控也即结构能控[19-20]， 所以取

E。={z∈R9 l(彳(z)，B(z))能控)，则，，l木E。=l，取任意的点z∈E．，则彳(三)，B(三)

在实数域上能控，那么根据PBH判据有rank[sI一彳(三)，B(三)】_n，Vs∈C，又因

为，，l+E。=l，所以垅木{z∈R9]rank[s／-A，B]-以，Vs e C)=1。
充分性：

取任意的三∈E，则有rank[s／一彳(三)，艿(z)]-n，Vs∈C，由实数域上的PBH

判据得(彳(三)，曰(乏))在实数域上能控。 又m+E=1， 即

m宰{z e R9 I彳(z)，B(z)能控}=l，有以，B)结构能控也即，(z)上能控。

定义4．2，(z)【s】上左互质：称行数相同的多项式矩阵q(s)∈F““(z)[s】和

ⅣL(5)∈F““(z)【s】为左互质，如果其最大左公因子gcld为F(z)[s]上单模阵。

引理4．3 F(z)M上左互质秩判据：对行数相同以×n和，l×m多项式矩阵

DL(z，J)和ⅣL(z，J)，其中DL(z，s)为非奇异，则有DL(z，s)和ⅣL(z，J)为左互质的

当且仅当对于集合E={三∈R9 l砌【ll(【DL(三，s)ⅣL(三，J)】-疗，Vs∈C}，有聊，IE=I
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证明必要性：因为DL(z，s)和ⅣL(z，s)为左互质，所以设R(z，s)为DL(z，s)和

NL(Z，J)的一个最大左公因子，a(z，s)为单模阵，则引理4．2知有

m幸{2-∈R4 Iranl【【DL(三，s)ⅣL(三，s)】-拧，Vs∈c}=1。由于秩判据是充要条件，

七。争[亭]’Al：懒懈w砒蝴R，

6l
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变换矩阵得

rEl

(M-A,B)=h

图4．1电网络图

每R R4LA]恐足一。 l

。 ／

R2

R|

0亭]

其中列变换(1)将——L×第三列加到第一列三，将二L—X—(-—s尘L×第
1△ 一—L)

R：B—R．R,I R墨一R。曩

三列加到第二列上，列变换(2)将一c：x第二列加到第一列上，列变换(3)交换列。

f c,-1 0 1
最大左公因子gcld l n R墨一RIR,I是，(z)M环上的单模阵，电网络结构能控。

L u—萃一。j
例4．1中的矩阵阶数较小。用列变换得到最大左公因子gcld很容易。但对
于高阶的矩阵，列变换较复杂。文献【39】中提出了用系数矩阵表示多项式矩阵再

对多项式矩阵进行基本变换得到最大左公因子，这是实数域的方法，也可以用

在，(z)上的系统上。然而如下定理4．2的证明所示，有些，(z)【s】环上的特殊多项

式矩阵可以先做行变换，再做列变换得出最大左公因子。

4．1．2在一类多元有理函数系统上应用

本部分用心)上的PBH判据证明了某一类多元有理函数系统结构能控，这
一类系统的系数矩阵A是不可约的。
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引理4．4设够(s)和皱(J)是，(z)H环上的多项式，且deg(以(J))>deg(织(s))，

rP,(s)和9：(s)互素。设够(s)=p(s)×织(s)+m．(s)，其中P．(s)是妃(s)除以

伊：(s)得到的商，m．(J)≠0是余式且deg(m。(5))<deg(吼(s))。如果deg(m．(s))>0，则

有m．(s)和眈(s)互素．设致(s)=p2(s)×m．(J)+小：(J)，如果deg(m：(s))>0，则有

m：(s)和m．(s)互素。对m，(J)和m⋯(s)做辗转相除直到deg(m。(s))=0。则有

m川(s)是非零常数当deg(m⋯(s))=0时。

证明上述结论显然成立。否则纪(J)和纹(J)有公因子，不互素。

定理4．2【22】：设彳是F(z)上的，z×，z矩阵。彳不可约，当且仅当对任意的F(z)

上的玎×m的非零矩阵都有(彳，否)能控。

证明必要性：已知对状态方程作线性非奇异变换不改变系统能控性，且由

定理2．13可知则通过线性非奇异变换可将不可约矩阵彳化为非减次型(I)：

A：颤．尸一： !{；；兰]， 同时化 曰：面，且

det(sI一万)=det(sI一彳)=s“+口Is“一+⋯+口。一Is+口。，口f∈，(z) 为 环

，(z)[J】上的不可约多项式。再对(盯一彳，曰)进行以下初等变换：将s×第二行，

J2×第三行，⋯，J”1×第n行加到矩阵的第一行得到
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(盯一彳，B)兰

0 0 ⋯⋯0 伊(s) Z(s)⋯厶(s)

一1 J 0 ⋯0
口。一l ‰。一1)l 6(。一I)。

0 ’． i ； ! ；

； ‘．。．0 ； i ；

： ‘· 。· S
a2

： ：

0 ⋯⋯0 —1 s+口l bll ⋯岛朋

=(J，B。)．

对(，，B．)，分别将s×第一列，s×第二列，⋯，s×第n-2列加到下一列上得到

(J，B．)兰

0 0 ⋯⋯0 妒(s) 石(s)⋯厶(s)

一1 0 0 ⋯0
a月一1 致一一1)1 包，，一1)肌

0 —1’． ； ； ! ；

! ’． ’．‘．0 ； ； i

； ’．’．0
口2

： i

0 ⋯⋯0 —1 s 4-al 2jll ⋯岛小

用列变换将行号大于1且列号大于等于n．1的元变为O。

(／，骂)兰 =(‘，，，E)，其中

缈(s)=det(sI一彳)=J”+口ls州+⋯+口剃s+口。 是F(z)上的素多项

式，彳(s)=blIJ“一+⋯+包。一1)ls+吃l，⋯，‘(s)=6I。s”1+⋯4"b(n_1)mS+吃。，B

是非零矩阵．所以至少存在一个Z(s)≠0，i=l，．．．，m．

伊(s)和，(s)≠0互素。取任意的第n+i列且Z(J)≠0，然后对第11列和第

n+i列进行重复的列变换，根据引理4．4得

S，L

厶O；；；O

、，S，-＼

石O；；；O

、，S，L

缈0；；

0

0●●■

O

O；

0

O

一

●

●

●

●、_，

¨

¨

．．

．．

0

一

O

．．

．．

．．

¨

，1

．

．

O

O

一

．．

¨

●l

0

一

O；；0
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(‘，B．)兰

尺(s)=

O ⋯

一1 O

0 。．

0 ⋯

(盯一彳，曰)2

0 ⋯

⋯ 0

O 聊

⋯ O

O ：

一l 0

是n×n矩阵且m≠0。

=[R(s)，0】，其中

×(／，E)-$fN：ff

(J，B。)×u(s)=JR(s)，O]，其中U(J)是列基本变换矩阵。 所以有

(盯一A，B)×【，(s)一 ×(J，BI)×U(s)

O

O

；

；

：

O

●

●

●

●

●

●

O

O

；

；

；

0

小

O

；

；

O

0l

0

O

；

0

O

—

l

●

●

0

0

一

．．

一

l

O

—

O

；

；

O

一玎

S一
●

●●●
●

●

2

S

．

一

．．

S
—

l

●l

一一

J一●●●●●●

2
S

．

一

．．

S一

1

●I
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2

S S

—l 0

0 一l

0 ⋯

0 ⋯

⋯ 0

×【R(J)，0】

sI～彳和B的最大左公因子尺(s)=

O O

—l O

O —l

O ⋯

0 ⋯

⋯ O

O 肌

O 0

O ；

一l O

。显然

R(s)是F(z)上的单模矩阵，因此“一么和曰左互质，由定理4．1知(A，B)在F(z)

上能控，(彳，曰)在F(z)上能控。证毕。

与第3．4节中的时域判据相比较，PBH判据较容易执行，时域判据要算秩或

者判断多项式的可约性，而PBH判据需要判定多项式矩阵的互质性，这可以通

过第2．3．1节中的初等变换求取(sI—A，B)的史密斯形，判断史密斯形是否为单

模阵从而得到盯一彳与B的互质性【1，53】。下面以倒立摆为例分析其结构性质。

例4．2在忽略了空气阻力，各种摩擦之后，可将直线一级倒立摆系统抽象成

小车和均匀杆组成的系统，如下图4．1所示。

一对

S一●●
●

●●●

2
S

．

一

．．

S
—

l

‘I

O

O

；

；

；

O

●

●

●

●

●

●

0

O

；

；

；

O

朋

O

；

；

0

Ol

O

0

；

O

0

一

1

．

●

O

O

一

．．

一

l

0

一

O

；

；

O

O

O

；

；

；

O

O

0

；

；

；

O

册

O

；

；

O

0

O

；

0

O
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图4．1直线一级倒立摆系统

设小车的质量为M，摆杆质量为m，小车摩擦系数为b，摆杆转动轴心到

杆质心的长度为，，摆杆惯量为，，加在小车上的力为，，小车的位置为X，摆

杆与垂直向上方向的夹角为≯，摆杆与垂直向下方向的夹角为p。

图4．2是系统中小车和摆杆的受力分析图。其中，Ⅳ和P为小车与摆杆相互

作用力的水平和垂直方向的分量。

P

F

(a)

图4．2(a)小车隔离受力图 (b)摆杆隔离受力图

根据牛顿定理，小车在水平方向上所受的合力可以得到以下方程：
^蔹=F一敝一N (4．1)

摆杆在水平方向上所受的合力可以得到以下方程：

Ⅳ：，疵+mlOcosO—m102 sin0 (4．2)

将式(4．2)代入式(4．1)中，就得到系统的第一个运动方程t

(M+，咒)戈+妊+mlO COS0一m102 sin0=F (4．3)

为了推出系统的第二个运动方程，对垂直摆杆方向上的合力进行分析，可

以得到下面方程：

P一历g=一mlOsin0一m102 cos0 (4．4)

力矩平衡方程如下：
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一爿sin9一MCOS0=，口 (4．5)

合并方程(4．4)和(4．5)，约去P和Ⅳ，得到第二个运动方程：

(，+m12)0+mglsin0=一mlXcosO (4．6)

设0=万+矽(≯是摆杆与垂直向上方向的夹角)，假设≯与1(单位弧度)相

比很小，即矽口1，则可以进行近似处理：cos秒=一l，sin口=一≯，(警)2=。。
用“来代表被控对象的输入力，，线性化(4．3)、(4．6)后两个运动方程如下：

J(，+掰z2)多一孵髟i?度 (4．7)

【(M+m)2+bk-ml矽=U

由方程(4．7)得到：

X 2X

X2
-(I+m12)6 ；。 m2912

I(M+，卵)+协Z2一 I(M+m)+砌，2
(』+m，2)

+—I(M—、二+—m)—+LMml2“ (4．8)

≯=矽

≯"=』I朋+-，，lmJl十b面万支+葡m函gl丽(M瓣+m)矽』I朋+，，l J十脑竹，2 ，(M+所)+肋村2’
，，l，+—I(M+m)—+Mml2“

整理(4．8)后得到系统状态空间方程：

文

●●

工

≯
●●

≯

0 l

o葡函-ff丽+,r丽妒)bItM+呐+№程2

O 0

o面蒜丽

U

稿移
I似+确+№涪
0

mgl(M+m)

Im+呐+№铲

y=(三 三 ? 三)[主]+(兰]“
彦卜”

(4．10)

令，=zI，m=z2，，=z3，6=z4，M=z5，g=z6为六个独立的物理参量，

JJ-_______________________________‘________＼

们l—ⅥI“I叫
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Z=(zl，⋯，z6)，令△=，(M+m)+慨，2，则小车倒立摆系统的系数矩阵

A=

O l

o土±幺姿
△

O O

0 O

丝0
△

O 1

O圣墨圣—z223(z：—+zs)z6 O
△ △

，㈧z)上黼。
如果用时域上的结构判据，则需要求取彳的特征多项式(定理3．5)，如其

不可约因B≠0则直接得知系统结构能控。如果可约则更麻烦，根据【22】中的定

理3和定理4，需要求A的约当块才及对应的B的变换矩阵吾通过判断面对应

约当块元素的值来得到系统结构性质。彳不可约时，若A的维数稍大，含有的

参数稍多则求取彳的约当块变换是相当麻烦的。

可以由直接计算能控性矩阵的秩来得到其结构性质，但当彳、B的维数较大，

含有的参数较多时计算秩也不是很容易。由此可见时域上的判据较难应用。

应用PBH判据，使用史密斯算法【1'53】变换(s／一A B)为史密斯形

川：h
O

獬
△

S

乞弓包+弓)Z6
△

一l O

。科虹产)
O 0

O

一1 O

O_1

O O

O O

O O

o刍型
△

—1 O

J堑
△

O O O

z22426

△

S

J
z22324 一—z223(z2—+zs)z6
△ △

O

0

乞z426

△

-z223(z2+zs)z6
△

o—zI+Z—2Z；
△

一1 0

s—z2z—3
△

O

O

如+坚产)
s—z2z—324
△

O

O

zl+z2弓
△

乞z3

△
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O O

_1 O

0丝
△

O O

—l O O

0 一l 0

0 0．Z．．．．．2．．．Z．．—3—
△

0 O 0

0

O

O

刍±么，l鱼±墨堑±盔盗丝蠡
确 △

0 0

O 0

O O

鱼±圣憋±垒重!圣二三2圣圣。

其中变换(1)是将第一列与第二列互换，然后将第一行×o+哗)加
在第二行、第一行×塑加在第四行，再将第一列×s加在第二列；变换(2)

△

是将第二列与第四列互换，然后将第三行与第二行互换，再将第二行×s加在第

四行，将第二列×s加在第三列；变化(4)是将第三列与第五列互换，然后将

第三行与第四行互换，再将第三行×(一三L亟)加在第四行，将第三列×(一z．J)加
Z223

在第四列，第三列×(一(s：一垒型华)尘)：变化(4)是将第四列×三L燧
△

Z223 Z223

加在第五列， 然后将第四列与第五列互换， 再将第四列

×(一再丽再A丽i磊s2堋在第五列；
由定理4．1知单级倒立摆系统在F(z)上能控，即结构能控，这表明系统在

参量空间R6匕几乎处女卜能控。

4．2 F(z)上频域组合系统

文献【341从传递函数矩阵和能控名子空间的角度讨论了实数域上组合系统能

控能观的充要条件。文献【11的第12章得出了实数域上组合系统能控性取决于与
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子系统的不可约矩阵分式描述MFD(matrix—fraction description)的分子矩阵和分

母矩阵的互质性的结论。这些结论比【341中的判据更简单和直接，可把它们扩展

到F(z)上。

定义4．3 F(z)Ⅲ环上的不可约MFI)：称，(z)【s】环上矩阵分式描述

DZl(s)M(s)或Ⅳ(J)D一1(s)为不可约MFD如果q(s)和ⅣL(J)在，(z)[s】环上左

互质或者D(s)和N(s)在F(z)吲环上右互质。

，(z)[s]环上的不可约MFD是传递函数矩阵的最简MFD。

文献【1】中用以下四个定义和结论来证明了该文献的第12章中的组合系统的

能控性。这些基于实数域上的定义和结论可以扩展到多元有理函数系统上来获

得F(z)上组合系统的能控判据。

◆不可约MFD的定义(第8章的定义8．4)，已有F(z)上定义4．3对应。

◆多项式矩阵描述PMD系统矩阵定义和MFD系统矩阵(第11章的定义
11．8和结论11．36)

◆多项式矩阵描述的能控判据(第1l章的结论11．16)，证明中主要用到

了这个结论。

◆严格系统等价变换及其互质不变性(第11．6节)

F(z)上PMD系统矩阵的定义和MFD系统矩阵的定义与实数域上的相同。

定义了F(z)[s】环上的单模阵后，F(z)上的严格系统等价变换也与实数域上的相

同。

，(z)上系统的PMD为

{ P(J)f(s12 Q(J)五(s) (4．1 1)，

I y(s)=尺(s)f(J)+矽(s)五(J)

其中f(s)是广义状态变量， a(s)是输入， y(s)是输出，

尸O)，Q0)，尺(s)，∥(s)是F(z)[s】环上的多项式矩阵．

在证明实数域上的PMD能控性时(文献‘1】的第1l章的结论11．16)，用到

了PMD的观测器型实现、PBH能控判据和左互质秩判据。

F(z)上的PMD的观测器型实现与实数域上的相同。由以上及前面的定理
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4．1、引理4．2和定义4．2得出

定理4．3：对F(z)上的PMD和其观测器实现：当且仅当P(s)和Q(s)在

，(z)Ⅲ环上左互质时，线性系统结构能控或F(z)上能控。

由定理4．1、引理4．3、定义4．2和严格系统等价变换的互质不变性(【2】的结

论11．53)知，F(z)上的严格系统等价变换仍然具有互质不变性。

对F(z)上的并联系统，由定义4．3、定理4．3、F(z)上的严格系统等价变换

的互质不变性、文献【1】的结论12．1及其证明，有以下定理：

定理4．4对由结构能控子系统Sl和S2组成的并联系统Sp，其中Sl的传递函

数矩阵是 Gl(s)=■(J)研1(J)为不可约MFD，S2的传递函数矩阵

G2(J)=Ⅳ2(s)呸10)为不可约MFD，当且仅当DI(s)和幺(s)在F(z)[s】环上左

互质时Sp在F(z)上能控。

对F(z)上的串联系统，由定义4．3、定理4．3、F(z)上的严格系统等价变换

的互质不变性、文献【1】的结论12．7及其证明，有以下定理：

定理4．5对由结构能控子系统Sl和S2组成的串联系统St，其中Sl的传递函

数矩阵是 GI(s)=Ⅳl(s)所1(s)为不可约MFD，S2的传递函数矩阵

G2(s)=Ⅳ2(s)呸10)为不可约MFD，当且仅当和砬0)和Ⅳ10)在F(z)[s】环上

左互质时St在F(z)上能控。

定理4．4与实数域上的并联系统的能控判据类似，定理4．5与实数域上的串

联系统的能控判据类似。对状态反馈和输出反馈系统它们的结构能控判据也与

文献【2】中的结论12．23和结论12．28类似。状态反馈系统的结构能控性与其开环

系统的结构能控性等价，输出反馈系统的结构能控性与其对应的串联系统的结

构能控性是等价的，因此下面的讨论以并联、串联系统为主。

4．2．1 F(z)【s】上多项式矩阵互质的秩判据

引理4．3是秩判据，但因为是以Lebesgue测度形式表述的所以并不适合于
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判定两个，(z)【s】上的多项式矩阵的互质性

定理4．6，(z)嘲上多项式矩阵互质的秩判据，两个行数相同的多项式矩阵

DL0)∈F删行(z)[s】和NL0)∈F删历(z)p】，在以×伽+m)的矩阵【仇(s)Nds)】

中任意的选择n列组成c：。：鱼竺!生竺竺旦≠∑塑个刀×刀的子矩阵。
当且仅当【DL(S)Nds)】的所有的甩×刀个子矩阵的行列式(即n阶主子式)没有

公因式时，DLO)和NL0)互质。

证 明 ： 根据 定理 4．1 只需证 明 当 且仅 当

川宰{三∈R9 lrank[DL(三，s)，NL(Z"，s)l=n，Vs∈C}=1时，【DL(S)Nds)】的所有n阶
主子式没有公因式。

充分性：设【q(J)ⅣL(s)】的所有n阶主子式有公因式厂(z，s)∈，(z)【s】，对

任意的三∈R，[DL(Z"，s)，NL(Z"，s)]是实数域上的多项式矩阵，f(5，s)∈研J】是
实系数的多项式。对任意的实数域上的s的多项式，总存在s∈C使得

f(5，s)=0． 根据实数域上的秩判据总存在J∈C使得

rank[DL(Y，s)，NL(Z"，s)】<刀。所以有

m水{三∈R9 Irank[DE(z，s)，ⅣL(三，J)】<咒，玉∈C)=1，
那么可得

所母{三∈R9 Irank[D。(2，J)，ⅣL(芽，s)】=，l，Vs∈C)=o≠l。
必要性：

设【DL(s)ⅣL(s)】的所有fl阶主子式没有公因式，那么

肌幸口∈R叮I[DL(Z"，s)，ⅣL(三，s)]的所有n阶主子式没有实数域上的公因式

)=1，其中[DL(三，s)，ⅣL(乏，s)]是实数域上的多项式矩阵。[DL(Z，s)，NL(Z，J)]的

所有n阶主子式没有实数域上的公因式与ralll(I DL(三，s)，ⅣL(三，J)l=刀，Vs∈C
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等价．所以可得朋宰{i∈R9 Irank[D。(三，s)，ⅣL仨，s)】=刀，V占∈C)=1。证毕。

F(z)Es】上多项式矩阵互质的秩判据只需判断其所有的主子式是否有公因

式。类似于实数域上的秩判据，此判据更适合于应用。

4．2．2组合系统结构能控性

由结构能控能观的子系统串、并联组合的系统，如果子系统以不可约MFD

描述，则组合系统的结构能控能观性由F(z)Es]上的传递函数矩阵的互质性以及

它们的连接方式确定。

具有性质l和性质2的系统的不可约MFD可表示为Nt(s)Djl(s)或

D一(J)Ⅳ(J) ， 其 中 NL(s)∈Fpxm(z)嘲 ，DL(s)∈F””(z)[J】 ，

O(s)ft．Fp。p(z)【J】， Ⅳ(J)∈Fpxm(z)【s】。显然det(D(s))和det(DL 0))是

det(sI-A)的因子或等于det(sI—A)。设det(D(s))=o或det(DL0))=0，此方程

的根具有两种性质1)没有非零的重根；2)没有非零的常数根；D(s)和D，(J)

具有性质l和性质2。

4．2．2．1 ，(z)上的并联系统

如果并联系统由两个独立的具有两个性质的结构能控能观的子系统组成，

其中独立表示两个子系统的参量不同，则有：

Gl(s)=Ⅳl(s)研10)是sl的不可约MFD，G2(J)=Ⅳ2(s)呸10)是s2的不

可约MFD。由定理4．1和定理4．6得知为了判断结构能控性只需验证

【D10)D2(J)】的px P个主子式是否有公因式。而子系统相互独立且qO)和

协O)具有性质1和性质2，所以det(D10))和det(D20))只可能有公因式J，

而且det(D,0))和det(D20))是矩阵【Dl(s)砬(J)】的两个主子式。因此只需将

s=0带入[Dl(s)砬(J)]中得到F(z)上的矩阵【DI(o)岛(o)】 。当且仅当

[Dl(o)D2(o)】满秩时，DI(s)与幺O)互质，并联系统结构能控。

4．2．2．2 F(z)上的串联系统

如果串联系统由两个独立的具有两个性质的结构能控能观的子系统组成，
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其中独立表不两个子系统的参量不同。

Gl(s)=Ⅳl(s)研1(s)是sl的不可约MFD，G2(s)=Ⅳ2(s)呸1(s)是s2的不

可约MFD。对于多项式矩阵【D20)Ⅳl(J)】，det(D20))是矩阵的主子式且D20)

具有性质1和性质o det(D2(s))=s朋×仍(s)×⋯×仍(s)其中仍(s)，⋯，仍O)互

素，Rfo,(s)=o，⋯，Or(S)=0没有常数根。由定理4．1和定理4．6知，将s=0带

入【砬(s)Ⅳl(s)]得到F(z)上的矩阵【D2(o)ⅣI(o)】。如果矩阵[砬(o)Ⅳl(o)】不

满秩，幺0)与Ⅳl(s)不互质，串联系统结构不能控。

如果矩阵[D2(o)Ⅳl(o)】满秩且ⅣlO)的列数大于等于行数，则Ⅳl(s)的主

子式都是[D2(s)ⅣI(s)】的主子式且这些主子式与det(D2(s))之间都没有公因
式，所以D2(s)与ⅣI(s)互质，串联系统结构能控。

如果【D2(o)ⅣI(o)】满秩且川(s)的列数小于行数，设仍(s)=0，⋯，Or(S)=0，

将它们分别带入【D2(s)ⅣI(J)】中检查F(z)上的矩阵[D2(；)ⅣI(．；)】是否满秩，当

且仅当它们都满秩时，D2(J)与Ⅳl(s)互质，串联系统结构能控。

以上的结论的条件是子系统的表达式是不可约的右MFD。如果并联系统的

子系统的表达式是不可约的左MFD时，可由分母矩阵右互质判据推导出类似

的简化秩判据，串联系统也是如此。
．

例4．3考虑两个结构能控能观的子系统S。和S：，它们的传递函数矩阵分别

为Gl(J)= Ⅳl(J)D『1(s)，G2(J)=Ⅳ2(j)嗄1(J)且都是不可约的MFD，其中

。。cs，=[J：z1 兰]，上)j cs，=[二【2 兰]。
：N s=0带入【Dl(s)D2(州得F(z)上矩阵[q(。)皿(。)】=I君 三三 兰I满
秩。并联系统结构能控。

例g．g考虑两个结构能控能观的子系统s．和S：，其中G。(s)=N．(s)Dil(s)，

G2(J)=Ⅳ2(J)喀k)为不可约的MF。，其中D2(s)=I J：五兰l。易知如果
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M cs，=LSs+十Zz32]，串联系统结构能控。如果M cs，=[J乞龟]或者
厂0]

ⅣI(s)=l l，串联系统结构不能控。
I S十Z1 l

由多于2个子系统所串、并联形成的组合系统的结构能观的判断也类似，

如果已知子系统的不可约MFD即可得到组合系统的结构能控能观性。

【1】中实数域传递函数矩阵的由MFD得到不可约MFD的算法也可用在

F(z)【s】上的多项式矩阵中。然而矩阵的基本变换都是符号运算，相比数值计算，

运算量较大。而且就算系统的阶数不高，但是由于F(z)上的参量较多计算量也

因此而更大。应当根据F(z)[s]上多项式矩阵的特点来对矩阵的符号运算做适当

的简化，这是后面的工作。

4．2．3更普遍的组合系统

图4．3组合系统

如图4．3所示为由多个子系统组合的组合系统【25】，其中有p+子NNs，，S，

的输入个数为，；，输出个数为％，各子系统之间的连接关系可用以下矩阵表示：

子系统输出和子系统输入之间的关系矩阵F=

互。 互：

E。 E：

C。C：

式中ij子块弓的维数是，：木％，弓的第勺个子元素‘(忌，，)为
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f l
‘(刈)={一1

【0

当■的第1个输出正接于墨的第k个输入时

当一的第1个输出负接于置的第k个输入时 。

当■的第1个输出与S的第k个输入没有连接时

整个系统输入和子系统输入之间的关系矩阵G=

Gl

G2
：
●

q

式中i子块q的维数是‘枣，．，G的第k1个子元素gf，(七，，)为

f 1 当整个系统的输入正接于s舶第k个输入时

g；(．|}，，)={一1 当整个系统的输入负接于s，的第k个输入时 。

1 0当整个系统的输入与s舶第k个输入没有连接时

子系统输出和整个系统输出之间的关系矩阵J=l Z以⋯，。I，

式中j子块，，的维数是m*m，，，，的第k1个子元素／，(后，，)为

l l 当s，的第1个输出正接于整个系统的第k个输出时

．，，(七，，)={一1 当s，的第1个输出负接于整个系统的第k个输出时 。

1 0当s，的第1个输出和整个系统的第k个输出没有连接时

整个系统输入和整个系统输出之间的关系矩阵K维数为m木，．，k(k，Z)为

f 1 当整个系统的第1个输入正接于整个系统的第k个输出时

k(k，，)：{一1 当整个系统的第1个输入负接于整个系统的第k个输出时 。

l 0当整个系统的第1个输入和整个系统的第k个输出没有连接时

设子系统为结构能控能观，且其PMD描述为：

∞厶0]出|=[_甜计谚L-M(J) Jl一幺(J)j L一或(J)J’
’1

其中幺(J)为广义状态变量，幺(s)为输入

则可得整个系统的一个中间标准形

I —F

Q —I

I Q

Q 一】

O G

Ⅳ(s)0

一D(s)0

O K

U(s)

】，(s)

f(J)

-V(s)

0

O

0

-I

Z(s)
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，其中N(s)=

(，O)口

“l0)

“1(s)

ⅣI(s)0 ⋯0

0 gl(s)⋯0

0 0 ⋯NpO)

， y(s)口

Yl(s)

Yi(S)

Yp(s)

，D(s)=

， f(s)=

DIO)0 ⋯0

0 q(J)⋯0

岛(s)

幺(s)

乞(J)

0 0 ⋯DJ口(s)

，llj(s)、Yi(s)和

￡(s)(f=l，．．．，p)分别为子系统的输入、输出和状态变量的拉普拉斯变换；y(s)

和Z(s)分别为整个系统的输入和输出的拉普拉斯变换。

令M=

I —F

0 一，

l Q

O —J

O G

Ⅳ(s)0

一D(s)0

O K

，对M进行基本行变换得：

I —F 0 G

M一旧
-I Ⅳ(J)0

F —D0)一G

Q —J Q K

I —F o G

-1 ⅣO)0

0 M33(s)一G
0 0心3(s)K

其qb(1)step：第三行块矩阵减去第一行块矩阵。

(2)step：第四行的块矩阵的每一行加上第二行的块矩阵中的一行乘以一个系

数使得M铊=O。第三行的块矩阵的每一行加上第二行的块矩阵中的一行乘以一

个系数使得M，：=0．

则组合系统的PMD可表示为

麟M33($旧J∽L-V(s：]=[_JM K 纠l。，(s)
¨

FI．一z(s)j
如果子系统都是结构能控能观，且子系统的多项式矩阵描述是最简的形式

(即子系统的MFD是不可约的)，那么组合系统的能控性取决于【M，，(s)一G】

的互质性。

并联、串联的组合系统也可以用这种组合方式表示，这是一个最普遍的组
合系统。
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例4．1如下臣印示为一个反馈系统【25】。其中F=[o习， G埘
J=【o l】，K=【o】。其系数矩阵都是实数矩阵，实数域是F(z)域的子域，也

能够分析其结构性质，所以有：r=j鬲_：i瑟ij兰
’L盐：竺：：

5‘ 掣l l■o_■o____oo-■l_一 I‘

& fl

L．=：======二=====：===．Ik⋯⋯⋯一一一一⋯一⋯一⋯o
图4．4一个反馈系统

G。(s)=is+万2，DI(s)=J+1，ⅣI(s)=s+2

G：(s)=甭s+4，D2(J)=s+3，Ⅳ2(s)=s+4

组合系统的行标准形为

l O O

O 1 —1

O 0 一l

O 0 0

l O O

0 l 0

O 0 0

—1 O

0 0

0 s+2

—1 O

0 -(s+1)

O O

—l O

1 0 O 一1 0 0 1

0 1 一l O 0 0 0

O O—l 0 s+2 0 0

O 0 0 —1 0 s+4 0

0 0 0 0 -(s+1) s+4 -1

0 0 0 0 s+2 -(s+3)0

0 0 0 0 0 -(s+4)0

O 1

0 O

0 O

J+4 0

0 O

-(s+3)0

0 O

F二赫蚓也，]
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其中 s+乇，_1 l左互质，所以系统结构能控。
-(s+3)0 l ‘乒

4．3 本章小结

对于频域上的系统描述可以是传递函数矩阵，也可以是多项式矩阵描述。

传递函数矩阵只能反映系统的能控能观部分，而多项式矩阵描述是线性系统的

一般描述，状态方程、输出方程和传递函数矩阵均可以由它得到，它沟通了系

统不同描述的结构性质间关系【¨。本章利用多项式矩阵理论得到了F(z)上的

PBH判据和多项式矩阵描述对应的状态空间描述结构能控的判据，它们都与矩

阵的互质性相关。本章还给出了判断，(z)上多项式矩阵的互质性的秩判据的子

行列式公因式法，这个方法可以简化串、并系统的的结构能控性的判断。

可将串、并系统的结构能控能观判据作为控制系统设计法则。如果子系统

具有两种性质，主要是具有性质2：没有非零的常数根，而且子系统物理参数

不同(相互独立)。“只要传递函数在原点没有零、极点抵消，则结构能控能观”。

在设计系统时，只要两个子系统没有原点的零、极点抵消，则可以保证结构能

控能观。本章得到的基于2个性质的串、并联系统的结构能控性的判断方法包

含了第2．4．2．2节中由单输入单输出系统组成的串、并联系统的结构能控判据。

最后本章还提出了一种普遍的组合系统并推导出这个组合系统的多项式矩阵描

述及其结构能控判别方法。
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第5章 结构能控能观分析软件开发

结构能控能观分析软件主要是作为本课题研究小组的一种研究工具，具体

应用到实际系统的分析中还需进一步研究，但它对加快本课题的研究进度的效

果是显著的。当该软件成熟后，应用到实际系统分析中的范围很广，比如：它

可以仿真实际系统，研究系统的可约性、能控性、能观性和稳定性等，从而优

化系统的各种参数，为系统的设计与分析打下基础提供平台。一个系统如果它

结构不能控，那么它在任何时候都是不能控的。如果一个大型的系统做完后才

发现它含有不能控的模式是不稳定的，也无法让系统稳定工作，那损失有可能

将是巨大的，甚至无法挽救。对于大型的系统，有时是不允许先做好，再去研

究和修改的。在这种情况下，本软件是一个很好的预研究工具。

5．1．结构能控能观分析软件需求分析和开发思路

F(z)上系统可以分为一般系统和组合系统。一般系统指的是系统状态方程的

系数矩阵是RFM的系统，再无别的限制。组合系统是由各个子系统以串联、并

联、反馈或者更复杂的方式连接而成的系统，如图5．1、5．2和5．3所示，而且

各子系统所含参量互不相同(忽略子系统之间的负载效应)。

分析系统结构性质时，可以采用以下方法。

5．1．1一般系统的结构能控能观分析

与实数域的能控性的计算分析类似，在计算机中分析结构能控能观性时，

如果是心)上的时域模型(即状态方程和输出方程)通过计算心)上能控(观)
矩阵的秩可得到，如果是心)上的频域模型则通过分析心芦)上多项式矩阵的互
质性得到。F(z)上的矩阵的分析计算要用到符号运算。MATLAB是美国

MathWorks公司研发的科学计算软件，集成了高性能的数值计算和符号计算，

提供了大量的内置函数，使用方便，编程效率高。自然可以利用MATLAB的符

号运算来分析其结构性质。计算符号矩阵的秩可用MATLAB函数rank，但是

阶数过大运算会很麻烦，应结合尺z)时域上的结构能控理论进行简化计算【221。

对于心芦)上的多项式矩阵(第4章)，MATLAB中没有现成的函数可以用来分析
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其互质性，必须自己写出m函数用符号运算来得到多项式矩阵的互质性。

5．1．2组合系统的结构能控能观分析

组合系统如果只是如图5．1、5．2所示的串联、并联系统则较为简单，但有

一定的限制：并联系统的子系统输入个数相同，输出个数相同；串联系统中子

系统的输出个数与另外的一个子系统的输入个数相同。反馈系统也可以用串联

系统来表示。如果是如图5．3所示的大系统【l 3】则稍复杂。但是可以看出图5．3

的大系统是包含图5．1、5．2所示的串、并联系统的。所以本软件的组合系统分

析对象取图5．3所示的大系统。

图5．1并联系统 图5．2串联系统

图5．3组合系统最一般的描述方式

对于组合系统既可以做时域上的分析，又可以做频域上的分析。

如果子系统是时域模型(状态方程和输出方程)，时域上的分析直接由各子

系统的关联关系和各子系统的模型得到组合系统的状态方程【l 31，直接计算组合

系统的状态方程的能控(观)矩阵的秩既可。

如果子系统是频域模型(传递函数矩阵)，第一种分析方法，先由子系统的

传递函数矩阵得到其时域上的状态方程和输出方程，再与它们之间的组合关系

结合得到组合系统的状态方程和输出方程，然后计算组合系统的状态方程的能

控(观)矩阵的秩得到组合系统的能控(观)性。第二种，直接在频域上利用

多项式矩阵的互质性对子系统的传递函数矩阵进行分析得到系统的结构性质。

有两种方式输入子系统和组合系统：1．直接在MATLAB中输入子系统状态
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方程系数矩阵或传递函数以及组合系统的关联矩阵。2．子系统输入信号流图，

组合系统输入组合系统框图。对一般的线性系统，不管有多么复杂总可以简洁

直观的表达为信号流图的形式，并根据此计算出传递函数矩阵。

如果采用第一种方式，当然只需在MATLAB中输入相应的符号矩阵进行运

算既可。但这种方式不直观，而且当系统阶数较大或者子系统较多时人工输入

也容易出错，可以计算但不便于分析和以后的研究。因为研究结构性质的另一

个目的是希望能得到只需观察组合系统方块图或信号流图的结构判据，另一方

面开发了这样一个软件平台不仅可以做结构性质的研究进一步以后可以做数值

的仿真。因此软件采用了第二种输入方式。

整个软件的需求简述为：分析由F(z)上多个子系统以并联、串联或更复杂的

方式组成的组合系统，其中的子系统以信号流图的形式输入，组合系统以方框

图的形式输入。分析信号流图和方框图以得到子系统及整个组合系统的状态方

程矩阵A、B、C、D或PMD(多项式矩阵描述)，从而得到组合系统的结构性

质。第5．3节和第5．4节给出了基于信号流图的F(z)上组合系统结构性质分析软

件的具体设计思路和算法。

VC是Microsoft公司推出的基于Windows平台的可视化的集成开发环境，

．在运行速度、功能性以及应用程序界面丌发方面功能强大，但VC在数值、符

号计算方面不具备太多优势，而MATLBA擅长于符号运算但是界面编程功能不

如VC。所以选择在VC中制作出友好的程序界面，输入组合系统框图、信号流

图进行图形的拓扑分析，在MATLAB中进行核心算法的开发主要是做矩阵的符

号运算等，将两者结合起来提高编程效率。

5．1．3软件结构

现在许多广为使用的软件都基于文档／视图结构【59‘651。这种结构提供了一种

模块化的编程结构：将数据的处理同用户界面的代码分开实现，数据在文档中

实现并处理，而用户界面在视图中实现并处理。文档类通常跟磁盘文件直接联

系。对VC程序员来说，要使自己的程序符合Windows的通常外观，相对来说

不需太大的工作量。MFC的类库框架提供两种形式的文档／视图结构应用程序：

SDI(单文档接口)和MDI(多文档接口)。它们的区别在于SDI应用程序只允

许打开一个文档，MDI可以同时打开多个文档，这些文档有相互独立的用户视

图窗口。
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本分析软件选择SDI结构。虽然本软件的分析对象为信号流图和方框图两

种，但是由以上需求分析知道，信号流图是方框图的子图，实际上只需要一个

文档类型即可。MDI结构需要维护多个文档类型，相对来说一个文档类型总是

比多个文档类型好维护。在视图上SDI也能够实现单文档多视图，但目前的软

件需求表明分析结果的显示只需对话框或者调用MATLAB来显示即可。

5．1．4软件功能设计

抽象地将软件的功能分为系统平台功能和系统分析功能，大致如图5．4。

系统平台功能：文件操作、编辑、视图、快捷键等功能，及各子项功能。

系统分析功能：主要分为子系统和组合系统，这两种系统的分析既可以单

独进行也可以组合进行：先分析子系统，分析结果送给组合系统再进行分析，

最后进行仿真。包含有绘图、拓扑分析、编写状态方程、能控性分析、能观性

分析等功能。仿真分析模块对这两类网络都能够进行。

平台功能可以看成是系统的一些辅助功能：

文件操作功能：新建、打开、关闭、保存、另存为以及打印：

编辑功能：绘制图元、移动、删除和编辑属性等；

视图功能：工具栏、状态栏、图元库等；

帮助功能：帮助和关于软件等。

分析功能是软件的功能的核心部分：

系统分析：拓扑分析、生成状态方程和生成输出方程。其中，在输出状态

方程时同时网络的能控性等；在显示输出方程的同时给出网络能观性的结论。
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5．2．软件进一步设计

5．2。1图形编辑程序设计

图形编辑程序部分用于完成图元对象的生成、显示、选中、移动和删除操

作，除此之外还要能识别图元的属性和连接关系，并能根据画面上的图元信息，

建立系统信号流图和方框图对应的网络拓扑结构模型。最后，它不仅要考虑某

个特定图元对象的移动和删除操作，还要兼顾所有与之相连的其它图元对象，

以保证整个图形模型的连接和显示的正确性。大多数的图形编辑环境(如

MATLAB的SIMULINK工具箱)对图元的操作都遵守一定的动作顺序，以符

合日常的操作规范和用户使用习惯。

5．2．1．1 图元的设计

根据常用的图形建模，子系统信号流图由节点、支路这两个基本元素构成。

组合系统方框图由方框、汇合节点、输入输出节点和连接线四个基本元素构成。

其中方框图的汇合节点有正负性，输入输出节点没有。因此信号流图的节点与

方框图的输入输出节点实际上是一类性质的节点，下文中将统称为节点。节点

通常使用圆来表示；支路为两个节点之间的有向连线，可用有向圆弧或有向直

线表示；方框用矩形表示；汇合节点由内部带“+”“．”符号的圆表示；连接线

为有向的折线。最后确定了六个基本的绘制图元：节点圆、汇合节点圆、矩形

框、有向直线、有向圆弧和有向折线。

5．2．1．2 图元基类

利用C++的多态性和面向对象的方法，将图元的基本属性总结为一个基本

图元类CDrawObject，这是一个抽象基类，包含有图元类型、颜色、是否选中

等属性。基本图元类是从CObject类派生的，CObject是MFC大多数类的基类，

支持串行化操作。

class CDrawObject：public CObject

{

private：

COLORREF m 图元颜色．PenColor；／／

public：

bool m bSelected；／／是否被选中
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long m_nStyle；／／[]；元类型

im m_step；／／绘制的步骤

long m_oldx，m oldy；／／移动图元时，图元的原有位置

int num；／／序号

int m_belongsysInt；／／标志是信号流图图元，还是方框图图元

CDrawObjectO{m_bSelected=false；m_belongsysInt=0；}／／构造函数

void SetPenColor(COLORREF color)；／／设置图元颜色

COLORREF GetPenColorO；／／获取颜色

void Selected(CDC*pDC，bool select)；／／绘制(取消)选择标志

／／virtual functions

virtual void Draw(CDC*pDC){}；／／绘制图元

virtual int SelectAt(10ng x,long y){retum o；}／／麴J断是否选择图元

virtual void MoveAt(CDC*pDC，int flags，long x,long y){)∥以指定方式按

步骤绘制图元或移动图元

virtual int NewPoint(10ng x,long y){retum O；)／／图象对象第一点坐标，如果

返回为O则结束绘图

virtual void Serialize(CArchive&ar){)

virtual void HotPoints(CDC*pDC){}／／绘制热点

void HotPoint(CDC*pDC，long x,long y)；／／在点(x，”处绘制小矩形表示热

点

DECLARE SERIAL(CDrawObj ect)

protected：

void DrawArrow(CDC*pDC，long x,long y,long XX，long yy)；／／绘制箭头

)；

如果不利用C++的多态性，那么程序中需要许多的switch或if语句来区分

不同的对象。利用多态性仅需要根据功能需求来设计类的层次。如图5．5所示

为本软件图元类的层次。
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节点网炎_}f：弁节点网类 力柯类 有向直线类 有向折线类 有向浏弧类

图5．5图元类层次

5．2．1．3 图元的管理

图元的操作需要对动态生成的图元实现动态管理，动态管理通常由链表或

数组实现。链表提供有序无索引的元素链，链表的插入和删除操作效率高速度

快。数组的大小可以动态变化、且基于整数索引并有序，数组可以进行快速的

随机访问，插入删除时间开销较大。除了存储方式不同，链表和数组基本类似。

MFC库提供了一些基本的数组和链表类。CObArray是一个数组类可以保存指

向CObject的指针，而在5．2．1．2节中可以看到基本图元类是从C0bject类派生

的。

本软件选择了基于CH的模板类来保存大量的不定数目的图元对象，基于

模板的类的类型安全性更好，一个类型安全类只能保存同一种数据。如果要访

问不基于模板的类的图元对象指针需要强制转换，而基于模板的类则不必强制

转换。综合以上考虑，最后选择CTypedPtrArray类作为保存图元的容器，

CTypedPtrArray类为CObArray类对象进行类型安全“包装"。当使用

CTypedPtrArray时，C++类型检查工具会帮助消除由不匹配的指针类型引发的

错误。CTypedPtrArray类提供了管理对象数组的完善功能，如对象的引用、索

引、插入、删除和计数等功能。

在软件中，定义了1个CTypedPtrArray类对象数组maObjects实现对图元

的管理。

图元的生成采用了动态内存分配，使用new操作符来实现。在上面已经定

义了数组类型的变量m aObiects。然后将已绘制的图元对象指针保存在数组中，

如下所示：
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m_usrCurrentObject=new CDrawLine(UD_RED，line_i，m_pcursubsys)；／／仓J建一个

有向直线

pDoc．>m_aObjects．Add(m_usrCurrentObject)；／／将有向直线对象指针保存在文档

类的数据成员数组中

其中m_usrCurrentObject是一个CDrawObject类型的指针变量，因大多数的

事件响应(如鼠标的单击、移动事件)都在视图类CAnalyView中，由这些事

件引发图元管理操作，所以此变量声明在视图类CAnalyView中。在图元的生

成、编辑、移动和删除时均用到m usrCurrentObject变量。

在新建或退出软件时，要删除图元，即用delete语句释放动态为图元对象分

配的空间以防止内存泄漏。覆盖文档类的函数DeleteContents()i函数来删除文档

中的数据。对应的语句为：

for(int j=O；j<m_aObjects．GetSize0；j++)

{

CDrawObject宰pObject=m_aObjects[j]；

delete pObject； ／／释放图元对象占用的空间

>

m_aObjects．RemoveAllO；／／清空数组

函数DeleteContents0在文档被删除之前调用，框架调用此函数来删除文档

数据。

5．2．1．4 节点

1)节点类定义

节点既存在于信号流图中，又存在于方框图中。节点的构成要素为节点的

坐标，节点是否输入、输出或一般节点，节点是否子系统或组合系统的节点。

节点类的定义为

class CDrawCircle：public CDrawObj ect

{

public：

long m x，m y；／／节点圆心坐标

’CDrawSubsystem*m__psubsys；／／是否子系统或组合系统节点；如果是子系统

节点，该节点所属信号流图属于组合系统中的哪个方框。如果该指针为NULL

则表示是组合系统的节点。



武汉理工大学博+学位论文

int m_start，m end；／／是否输入节点或输出节点

int linefrom[20]，lineto[20]，eurvefrom[20]，eurveto[20]；／／与节点连接的支路

(有向直线、有向圆弧)

int m lf,m_lt，m_cf,m et；／／此节点连接的线个数

int m iterline，m itercurve；／／寻找回路或前向通道时记录探寻的支路

bool m lock；／／寻找回路时做开关用

)；

2)节点生成

使用CDrawCircle*musrCurrentObject=new CDrawCircle(UD_RED，circle

j，m_pcursubsys)；语句创建一个节点。在节点生成时，需要节点的颜色、序号、

节点所属方框两个参数。节点圆的序号为当前总的节点数。因为节点可能是子

系统信号流图中的也可能是组合系统方框图中的，传递了m_pcursubsys参数来

生成节点。节点的坐标由鼠标的左键在绘图区中单击时的坐标决定，使用m u

srCurrentObject->NewPoint(point．x，point．y)；语句来确定节点圆心坐标。

3)节点拾取

如果要删除节点或编辑节点的属性，必须先拾取节点。当软件在选择状态

时，用鼠标左键单击一个节点，使用虚函数SelectAt(10ng x,long y)来判断鼠标

单击的位置是否在节点上。判断的标准为单击的位置到节点的圆心的距离是否

小于节点的半径。如果在节点上则调用图元基类的Selected(CDC*pDC，bool

select)i函数对节点an上热点进行高亮显示。在Selected(CDC*pDC，bool select)函

数中根据传入的参数select设置了图元类基本属性m bSelected，并调用了虚函

数HotPoints(CDC*pDC)。其定义为

void CDrawObject：：Selected(CDC宰pDC，bool select)

{ if【!this)

f／／如果类指针无效，直接返回

return；

)

if(select)

{ if(!m_bSelected)

{HotPoints(pDC)；

m_bSelected=true；

)
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)

else

{ if(m_bSelected)

{ HotPoints(pDC)；

m_bSelected=false；

)

)

)

在具体的节点类中实现了虚函数HotPoints(pDC)，此函数调用了图元基本类

的函数HotPoint(CDC*pDC，long x,long y)以将对应的热点即四个实心小矩形显

示在节点的上下左右方向上。函数HotPoint使用了异或的绘制模式显示热点，

关于异或绘制模式的说明可参看5．1．1．6节中方框的移动。

单击视图绘制区空白处可取消拾取。

4)节点属性编辑

为方便后续的分析，，定义了节点的输入、输出属性。如果一个节点只有输

入属性则为起点，只有输出属性则为终点，既有输入又有输出则为一般节点。

在拾取节点后出现节点属性编辑对话栏，对话栏中提供起点、终点下拉框进行

节点属性的编辑。

5)节点删除

删除拾取的节点需要通过遍历数组m aObjects对比选中的图元得到需要删

除的节点对象，再使用delete运算符删除数组中的对应项并删除节点对象。对

应的语句为：

if(m_usrCurrentObject)／／当前选中了图元

{for(int i=pDoc->m_aObjects．GetSizeO．1；i>=O；i一)／／遍历图元数据列表

{if(pDoc·>m_aObjects[i]一---m_usrCurrentObject)

{pDoc->rn_aObjects．RemoveAt(i)；／／找到须删除的图元

delete m_usrCurrentObject；

m_usrCurrentObject=NULL；

break；

)

>

删除后调用语句Invalidate()；来更新视图。
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5．2．1．5 汇合节点

汇合节点是组合系统方框图的重要图元，主要功能是将信号进行汇合。汇

合节点类的定义、生成、拾取和删除与节点基本相同。不同之处在于汇合节点

有四个属性int m_ll，m_12，m_13，m_14；表示汇合输入信号的正负性以及是否是

输出信号。值为1表示输入正信号，为．1表示输入负信号，为0表示输出信号。

一个汇合节点最多只能接收四个输入或输出信号(支路)。在图形表示上比节点

多了圆内的四个正(负)号。汇合节点的属性编辑因此也与节点不同，双击汇

合节点，出现汇合节点的属性对话框，在对话框中提供上、下、左和右四个方

向的正负输入连接或输出连接下拉框进行选择。

5．2．1．6 方框

方框是组合系统方框图中表示子系统的图元。

1)方框类定义

方框的属性主要有：方框的坐标，高度和宽度，输入输出的个数，子系统

的传递函数矩阵。因为子系统的传递函数可以由用户在软件中输入信号流图并

分析后得到，也可以直接的用字符表达式进行输入，所以有一个属性sourcepro

表示子系统的传递函数矩阵是来自于哪里。方框类的属性定义为

class CDrawSubsystem：public CDrawObject

{

public：

long m_x，m y；／／位置

long m_width，m_height；／／高度，宽度

long m_inputnum，m_outputnum；／／输入输出的个数
’

CStringList strlist_den；／／传递函数分母矩阵

CStringList strlist_num；／／传递函数分子矩阵

subsys_transfer_source sourcepro；／／子系统的传递函数是来自于信号流图

还是方框子系统属性编辑对话框

)

方框上有若干个小圆表示方框的输入或输出连接点，左边的圆环表示输入，

右边的圆环表示输出。根据输入输出的个数，在两边均匀的绘制圆环。在用有

向折线连接方框时，会跟踪这些输入输出的连接点。

2)方框生成

9l
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3)方框拾取

4)方框删除

方框的生成、拾取、删除与节点的生成、拾取、删除类似。

5)方框属性编辑

方框的高度和宽度、输入输出个数都是可以编辑的。在双击方框后弹出的

子系统属性编辑框中提供了相应的文本框进行字符或数字输入。单击方框，在

菜单中选择“编辑”一“子系统”，则进入子系统编辑状态。因信号流图表示的

是组合系统里的子系统，也即信号流图都是与一个方框相关的，所以信号流图

的图元类都有一个属性标志此信号流图属于哪个方框。为了方便显示信号流图

和分析信号流图得到传递函数矩阵并与组合系统的方框关联，在信号流图的图

元类中定义了两个属性CDrawSubsystem*m__pcursubsys(方框类指针)和int

m cursubsysInt(方框序号)来表示与方框的从属关系。

6)方框移动

选中的方框的移动通过执行虚函数MoveAt(CDC*pDC，int flags，long x,long

y)来实现，在OnMouseMove(UINT nFlags，CPoint point)事件中得到鼠标在绘图

区的位置，设置为方框的新坐标。在MoveAt函数中要将旧方框擦除，然后根

据新的鼠标位置画出新方框。MFC提供了一种异或的绘制模式可以实现该功

能，实现语句为SetROP2(R2 XORPEN)，异或绘制模式的意思是像素的颜色取

画笔和背景色的异或。一般背景色为白色，如果在待画的位置上没有画过方框

则像素颜色为画笔色的反色，如果在待画的位置上已经画过方框则像素颜色为

画笔色的反色与画笔色的异或即为背景色白色。这里需要注意的是如果想实际

绘制的颜色为某种颜色，则应该设置画笔的颜色为这种颜色的反色。实现有向

直线、圆弧和折线橡皮线的绘制也是利用了异或绘制模式。

5．2．1．7 有向直线

1)有向直线类定义

有向直线表示的是信号流图里的支路。有向直线类的属性定义为

class CDrawLine：public CDrawObject

{

public：

long mx，m_y,mxx，m_yy；／／起点和终点坐标

int m nf,m nt；／／连接的节点号
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CString m numstr,m denstr；／／传递函数的分子和分母

CDrawSubsystem木m psubsys；／／属于哪个子系统方框

)；

2)有向直线生成
。

有向直线的起始点和终结点坐标分别与它的起始节点和终结点相连，在绘

制有向直线时必须跟踪节点，以提示用户要连接的节点。通过bool

CireleChoose(CPoint point．CPoint&ptchosen)函数遍历所有的节点，如果鼠标在

某节点的上下左右附近则在节点的此方向上显示一个实心小圆，提示用户此时

单击鼠标即可在在节点的这个方向上连接节点。此外CircleChoose函数返回一

个鼠标位置变量，该变量精确返回节点的位置坐标，避免连接节点时由于提示

作用单击鼠标引起的误差。绘制提示实心小圆也使用了异或的绘制模式，也即

在鼠标移动提示时必须清除上次的附近节点提示然后再显示当前的附近节点。

由于直线是由两个点构成的，需要用户确定两个点的坐标，因此能够在确

定直线第二个点之前追踪鼠标运动的橡皮线是十分必要的，橡皮线的绘制利用

了异或的绘制模式，在OnMouseMove(UINT nFlags，CPoint point)事件中利用图

元类的MoveAt(pDC，m_nMoveMode，ptchosen．X，ptchosen．y)来实现。具体操作

为将绘图模式变为异或模式，擦除旧线，再绘制当前鼠标移动所确定的新线，

即能显现出橡皮线拖动的动态效果。

3)箭头生成

有向直线的箭头代表了支路方向，在有向直线的终结点处绘制一个实心的

三角形代表箭头。在基类CDrawObject中实现了函数DrawArrow(CDC*

pDC，long X，long y’long XX，long yy)来绘制箭头，X、Y和XX、YY分别为直线的

起始点和终结点坐标。

如图5．6所示中的有向直线，设k为直线的斜率，Q为箭头的夹角，L为组

成箭头的其中一条线的长度，(而，Y。)、(X2)Y：)分别为箭头的两个端点的坐标。

则有公式xl=X--￡*sin(a±atan(k))， Yl=Y±L木cos@±atan(k))，

X2=z+L幸sin(a±atan(k))，Y2=Y±L宰cos(口±atan(k))，其中的加减号根据直

线的倾斜方向来确定。
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J

∑遗删鬯
图5．6箭头端点坐标示意

4)有向直线拾取

如果要删除有向直线或编辑其属性，必须先拾取它。当软件在选择状态时，

可拾取有向直线，使用虚函数SelectAt(10ng x,long y)来判断鼠标单击的位置是

否在有向直线上。判断的标准为单击的位置到有向直线的距离是否小于某一距

离值。其拾取的标志是端点各显示一个实心小矩形。

5)有向直线属性编辑

有向直线可编辑的属性为其代表的支路传递函数。选中有向直线，则弹出

传递函数分子分母编辑栏。输入字符，单击修改即可编辑其传递函数。值得注

意的是后面的分析采用了MATLAB的符号运算，所以这里传递函数的输入应遵

循MATLAB符号表达式的规范。

6)有向直线删除

有向直线的删除与节点的删除相同。

5．2．1．8 有向圆弧

1)有向圆弧类定义

有向圆弧表示的是信号流图里的另一种支路。有向圆弧类的属性定义为

class CDrawArcur：public CDrawObject

{

public：

long mx，m_y,mxx，m__yy,m_x l，m__yl；／／有向圆弧的三个点坐标

int m nf,m nt；H连接的节点号

CString m_numstr,m_denstr；／／传递函数的分子和分母

CDrawSubsystem宰m_psubsys；／／属于哪个子系统方框
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)

21有向圆弧生成

有向圆弧由三个点确定，在选择起始点和终结点之后，由第三点确定圆弧

的形状。在绘制圆弧时使用VC的Arc函数，这个函数的参数为圆弧的圆外接

矩形的左上角、右下角、圆弧起点和终点。设(而，y。)、(X2 Y：)、(而，Y，)分别是

圆弧的起点、终点和第三点，则可由两条两点之间的中垂线的焦点确定出圆心

坐标为Xo：Q￡1生Q[2尘Q[2粤±垒L2璺Q[≥掣±Q车2尘幽，
2x(y3一Y2)(xl—x2)+(x3一x2)(y2一Y1)

y。：一(x·-x2)(Xo xt+x2．)+毕，圆弧的半径为，．：板乏二i了了石而。Y2——Yl 2

则圆弧圆的外接矩形的左上角点坐标和右下角点坐标为(‰一，．，Y。一，．)和

(而+，．，Y。+，．)。由此数学模型即可确定出圆弧。J下如绘制有向直线，在选择输

入起点和终结点的位置时也需要跟踪节点，在确定终结点位置时需要橡皮线动

态的显示有向直线，而在选择圆弧的第三点的位置时要使用橡皮线动态的显示
圆弧。

值得注意的是有向圆弧也可能是自环，即起始点和终结点重合的圆，此时

的绘制算法与圆弧的生成不同：以起始点(终结点)和确定自环大小的第三点

之间的距离为直径生成自环圆。

31箭头生成

绘制有向圆弧的箭头实际上是绘制圆弧在终结点的切线的箭头。圆弧在终

结点的切线方程为Y=一主丛(x—x：)+Y：，根据圆弧的方向确定切线起点的X
J，2一yo

坐标，带入切线方程即可得到绘制箭头函数DrawArrow(CDC*pDC，long x，long

y’long XX，long yy)所需的参数即有向直线的起始点坐标和终结点坐标。自环在
终结点的切线是与终结点到确定自环大小的第三点的直线垂直的，自环的箭头

方向定为顺时针方向。

4)有向圆弧拾取

在删除有向圆弧或编辑其属性之前必须先拾取它。判断鼠标是否在有向圆

弧上的标准为单击的位置到确定圆弧的三个点确定的直线的距离是否小于某一

距离值。其拾取的标志是确定圆弧的三个点各显示一个实心小矩形。

5)有向圆弧属性编辑



武汉理工大学博十学位论文

有向圆弧可编辑的属性为其代表的支路传递函数。选中有向圆弧，则弹出

传递函数分子分母编辑栏。输入字符，单击修改即可编辑其传递函数。

6)有向圆弧删除

有向圆弧的删除与节点的删除相同。

5．2．1．9 有向折线

1)有向折线类定义

有向折线代表的是组合系统旱的输入输出连接关系。有向折线类的属性定

义为

class CDrawTumline：public CDrawObject

{

public：

long m_x，m__y,m_xx，m__yy；／／起始点、终结点坐标

long m_xn[TURNLINENODE]．m_yn[TURNLINENODE]；／／端点坐标数组

int m tumlinenode；／／折线的端点数

)；

2)有向折线生成

有向折线可以有多个端点，但为了图形显示的方便，规定端点数不能超过4

个(不包括起始点)。有向折线与有向直线的绘制鼠标动作略有不同。有向直线

的操作为单击鼠标左键确定起始点，按住鼠标左键拖动鼠标，最后松开鼠标确

定终结点。有向折线的操作为单击鼠标左键并松开确定起始点，拖动鼠标，单

击鼠标左键并松开确定第二个端点再拖动鼠标继续直到折线的五个端点全被确

定或者折线的端点连接到方框的连接点。绘制有向折线时跟踪节点或方框输入

输出点的方式与绘制折线跟踪节点的方式也不同，当处在绘制折线状态时移动

鼠标到节点连接点或方框连接点附近时，鼠标的形状由十字变为双十字提示用

户此时单击鼠标即可连接该节点或方框。

在鼠标左键抬起的响应事件OnLButtonUp(UINT nFlags，CPoint point)里调

用

CDrawTurnline奉m_usrCurrentObject=new CDrawTurnline(UD_RED，tumline_i)；

创建一个有向折线，调用m_usrCurrentObject一>NewPoint(ptchosen．X，ptchosen．y)；

确定起始点。调用以下语句来确定有向折线的第m tumlinenode个端点。

pdrawtumline=(CDrawTumline宰)m_usrCurrentObject；
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pdrawtumline一>m_turnlinenodc++；

pdrawturnline->m_xn[pdrawturnline->m_tumlinenode]=point．x；

pdrawtumline->m_yn[pdrawtumline->m_tumlinenode]=point．y；

调用pDoe->m_aObjects．Add(m_usrCurrentObject)；将有向直线对象指针保存在文

档类的数据成员数组中。在鼠标移动响应事件OnMouseMove(UINT nFlags，CP

oint point)里调用SubsystemOrSumnodeChosen(CPoint point，CPoint&ptchosen)

函数跟踪用户的输入提示节点或方框的连接处，此函数遍历了所有的节点和方

框的连接点的坐标，如果鼠标的位置靠近某个连接点坐标则返回true和当前的

连接点坐标到变量ptchosen中以进行精确的定位，另外还调用了CDrawTumlin

e类的虚函数MoveAt(CDC*pDC，int flags，long x,long y)显示橡皮线。

有向折线的生成流程可以参看图5．7(b)OnLButtonUp事件处理的流程图中

对“Case：IDT TURNLINE：绘制有向折线”的流程处理。

31箭头生成

有向折线的箭头按最后一段线来生成，方法与有向折线一致。

4)有向折线拾取

有向折线的拾取需要依次鼠标单击位置到组成折线的所有线段的距离，如

果有一个小于设定的距离值，则被拾取。考虑折线的起始点和终结点也能移动，

所以当鼠标单击在起始点或终结点附近时，也应被拾取，且返回一个起始点或

终结点被选中的状态给主程序。

5)有向折线属性编辑

组合系统方框图旱的有向折线与子系统信号流图的有向直线、有向圆弧不

同，它只代表节点和方框之间的连接关系，不需要用户输入属性。

6)有向折线移动

调用了CDrawTurnline类的虚函数MoveAt(CDC*pDC，int flags，long x,long y)

显示橡皮线。拾取有向折线和有向折线的起始点和终结点时，传入的参数flags

不同，以此来判断绘制对应的橡皮线。在移动折线和起始点时，绘制橡皮线采

用的不是异或绘制模式，而是用背景色绘制已遮盖旧的折线，这是因为箭头的

绘制使用了画刷填充，如果用异或模式则旧折线箭头的显示会留下痕迹。

7)有向折线删除

有向折线的删除与节点的删除相同。

5．2。1．10 图形编辑程序主要流程
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图形编辑程序使用windows消息驱动方式，通过事件处理器完成图形绘制。

图形编辑的操作主要由鼠标操作来完成。鼠标的操作响应事件及对应功能为：

左键按下OnLButtonDown：各种图元的生成、选择和选择取消；

松开OnLButtonUp： 主要完成将生成的图元加入到数组中的功能；避免有

向直线的误生成；有向折线的生成以及其端点坐标确定；有向弧线的弧度确定；

双击OnLButtonDblClk：查看汇合节点和方框的属性；

移动OnMouseMove：某些图元的移动，线或圆弧的橡皮线生成；

视图类CAnalyView继承窗口类Cwnd，主要负责己绘制图形的显示，鼠标

的响应事件均放在视图类CAnalyView中。在鼠标响应事件中使用switch．case

语句来处理，例如在鼠标左键按下响应事件CAnalyView：：OnLButtonDown(UiNT

nFlags，CPoint point)中，依靠用户选取的绘制状态m—nMouseMode来判断程序

的流向。

switch(m_nMouseMode)

{

case ID￡4RROW：

case IDT——LINE：

case IDT CIRCLE：

case IDT ARCUR：

case IDT SUBSYSTEM：

ease IDT SUM【NODE：

case ID。I』IURNLINE：

)

如图5．7所示为OnLButtonDown事件处理和OnLButtonUp事件处理的流程

图，图中的子流程描述略有不同繁简。OnMouseMove事件处理较为简单，主要

是调用图元的虚拟函数MoveAt(pDC，m_nMoveMode，ptchosen．X，ptchosen．y)，
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这里就不用图形详述了。

图5．7(a)OnLButtonDown事件处理的流程图
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图5．7(b)OnLButtonUp事件处理的流程图

5．2．2软件主界面设计

软件的主界面提供了具体的管理和操作软件的命令，是一个交互式的用户

平台。主要包括：

5．2．2．1 菜单

主界面的基本控制功能由菜单和工具箱决定。主菜单的构成如图5．8所示
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主窗口菜单

l文件操作 图形编辑 查看 信号流图分析 方框图分析 帮助

图5．8主菜单

菜单的构成和功能为：

1)文件操作：实现图形文件的新建、打开、保存、另存为等功能。在新建新的

图形文件和打开旧的图形文件时都要提醒用户是否需要保存正在编辑的图

形；同时还必须检查用户为正在编辑的文件输入的文件名是否与己存在的文

件重名，若重名，则提醒用户需要进行另存操作或者覆盖保存；在进行新建、

打开操作时，必须先使用delete操作符释放所有由new操作符动态分配的内

存，以防止内存泄露。

2)图形编辑：提供删除、查看图元属性、切换组合系统和子系统编辑的功能。

3)查看：提供用户选择工具栏和状态栏是否显示的功能。

4)信号流图分析：包括为子信号流图所属的方框计算传递函数矩阵的功能和计

算信号流图的时域实现(即状态方程和输出方程)的功能。提供两个对话框

分别显示信号流图的能控型实现和能观型实现。

5)方框图分析：分析方框图的结构能控和能观性，显示组合系统的多项式矩阵

描述。

6)帮助：提供在线帮助功能，此功能在当前暂未提供。

5．2．2．2 工具栏

工具栏提供文件操作和图形编辑的功能。工具栏的面板位置可浮动，可以

保留更多的屏幕空间给图形设计。软件工具栏包括七个图元工具按钮：选择按

钮、节点按钮、信号流图的有向直线按钮和有向弧线按钮以及方框图的有向折

线按钮、汇合节点按钮和方框按钮组成。图元工具按钮和支持文件新建、打开、

保存、剪切的快捷键按钮也放在同一工具栏中。

5．2．2．3 状态栏

在主窗口的底部为状态栏，状态栏显示了图形编辑时鼠标移动的位置，图

形编辑的状态等相关的图形操作信息。

lOl
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5．2．3输入的规范

在程序设计中，节点、支路的生成和相应的操作方式已保证图形网络拓扑

结构的正确性，如在绘制有向直线时避免了只有鼠标单击没有移动时生成的无

效有向直线，在绘制有向弧线时保证自环也能够生成。绘制有效图形需要做的

是按照规范用各种支路连接节点、方框，且在图形中不能有孤立的节点、方框

或支路。只有支路引出的为输出节点，只有支路引入的为输入节点，在做下一

步的拓扑分析之前，必须设置图形的输入和输出节点，否则程序需要先自行遍

历节点找出输入和输出节点才能做进一步的分析。

支路传递函数分子和分母的输入、方框传递函数分子矩阵和分母矩阵元素

的输入的必须是s的多项式并符合MATLAB符号表达式的规范，为后面的

MATLAB符号运算做好准备。

5．2．4图形数据文件

已绘制好的图形可以保存为图形文件，以备下次调出使用。一般文件的存

储格式主要有文本和二进制，二进制文件读取速度快，能够用MFC库进行序列

化，是主流的文件输出格式。MFC的序列化使程序中的对象永久保存，即将内

存存储转换为硬盘存储。反序列化从文件中读出已序列化的对象，并用读出的

数据给对象赋值，将硬盘存储转换为内存存储。本软件中的序列化对象就是图

元对象，根据MFC的规则，可序列化的类必须从CObject派生，并且在类声明

中包含宏DECLARE SERIAL(CDrawObjeet)，在类定义中包含宏IMPLEMENT

SERIAL，这样的派生类中有一个虚拟函数Serialize()，重载此序列化函数，按

相同的次序读入和写入对象数据。

SDI框架已经为程序员写好新建时、保存和打开时操作用户选择的文件功能

了，一般不需要为此再额外的编写代码。但是如果在新建、保存和打开时要做

一些设置如新建时清空内存、关闭属性栏，设置菜单栏，则需要重写保存和打

开的函数，并且还要在函数中调用原默认调用的函数以实现SDI框架已实现的

新建保存和打开功能。

5．3．拓扑分析算法
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组合系统方框图和子系统信号流图的拓扑分析是本软件的重要功能。在进

行MATLAB符号运算得到结构性质之前先通过拓扑分析得到M文件。

在传统的拓扑分析方法中，先手工绘出网络原理图或者拓扑图，然后根据

一定的算法将图输入到计算机中用某种数据结构保存并执行算法，常用到的有

关联矩阵、邻接矩阵、边目录法、二数组法和邻接顺序法等方法。

本软件的图形编辑采用了面向对象的方式，其拓扑分析主要是通过分析绘

制的图形得到一系列的表达式，与传统的方法相同的是算法分析的思想，不同

的是使用的数据结构就是绘制的图元本身的一些属性，中间产生的某些分析结

果则用自定义的数据结构保存。

信号流图是由Mason于1953年在线性系统分析中引进的，它用于线性代数

方程组的图形表示188】。信号流图是由节点和支路组成的一种信号传递网络，描

述了信号从系统一点到另一点的流动情况。因为信号流图能从直观上表现出系

统各变量的因果关系，所以它是线性系统分析中一个著名和有用的工具。信号

流图的节点可直接代表微分方程组中的系统变量。信号流图在仿真中起着重要

的作用。

信号流图的 Mason 公式表示为G=土A∑Q△，， 其中
’

一f

A=l一∑C+∑Gq一∑c．coCp+⋯为信号流图的特征式，∑Ck为所有回
I ，，脚 n,o。P k

路的传递函数的和，罗c，c。为所有两两互不接触回路的传递函数乘积的和，
●■一

。 ⋯

，．nl

∑CnCoCp为所有三个互不接触回路的传递函数乘积的和；Q为第i条前向通
n·0·P

道的传递函数；A，为在△中将所有与前向通道Q相接触的所有回路的传递函数

置为0后所得的表达式，称为前向通道的流图回路特征余因子式。

组合系统方框图的拓扑分析较容易。而根据梅逊公式，信号流图的分析需

要找出信号流图中的前向通道、回路、互不接触的回路和与前向通道无接触的

回路从而得到系统的传递函数。

5．3．1． 组合系统的关联矩阵

分析组合系统方框图时，主要是要得出四个关联矩阵：表示子系统之间输

出和输入的关联矩阵F、整个系统输入和子系统输入的关联矩阵G、子系统输
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出和整个系统输出的关联矩阵J和整个系统输入和输出的关联矩阵∥13】，由连

接关系知这四个矩阵的元素为0、1或．1。

以子系统之间输出和输入的关联矩阵F为例，遍历每个子系统的输出节点，

检查其是否连接到某个输入节点上，有的输出节点经过若干个综合节点而连接

到输入节点上，应注意最终的连接的正负号是所有综合节点的正负的乘积。其

余的关联矩阵的寻找类似。

5．3．2． 信号流图的前向通道、回路

在分析信号流图的拓扑结构之前，需要建立节点与支路的连接关系，遍历

所有的节点，寻找与之相连的支路，并将支路的序号赋给节点的连接支路数组，

包括引出支路和引入支路，同时也将节点的序号赋给连接支路的两个变量：起

始点序号和终结点序号。之后根据这些连接的节点和支路便可探寻回路和前向

通道了。

已知信号流图的输入节点和输出节点，根据信号流图分析前向通道的算法

如下所述。从输入节点开始，由此节点的连接支路得到下一个节点，再由此节

点的连接支路继续往下探寻直到到达输出节点为止。需要注意的是因为存在回

路，所以探寻的节点可能会和前面已经探寻的节点有重复，此时不能继续往下

探寻，应退回上一个节点寻找下一个连接支路。在探寻完一个前向通道后，也

应该退回到上一个节点寻找下一个连接支路。所以应在节点上设置一个属性变

量m iterline标志此节点的哪些连接支路是已经被探寻过的。

寻找回路的算法与前向通道类似，但是不同的是回路的起始节点和终止节

点都是同一个节点，搜索回路必须从每一个有输入和输出回路的节点出发。但

是这样搜索出来的回路必定会有重复的，且效率不高。利用属性变量m lock来

锁住节点，使得节点的探寻不会与前面的回路重复。流程图如图5．?所示，具体

流程说明如下。

l、遍历所有的节点作为起始节点；初始化节点锁状态：如果节点已遍历过

则解锁，否则锁住；起始节点解锁。

2、由始发节点的支路找到下一个节点，如果此节点锁住则回到上层节点继

续找下一个支路的输出节点直到找到解锁的节点为止。

3、如果找到解锁的节点锁住该节点并重复以上2过程，在此过程中如果找

到的节点为始发节点则找到一个回路找到回路后退回上层节点继续搜索，如果
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全部支路全找完则退回上层节点。

4、退回到了始发节点且始发节点的支路已经全部探寻过了，则回到l。

例如图5．11中的一个回路n2n3n4n5n2，如果不采用锁住节点的办法那么会

找出4个完全相同的回路如n3n4n5n2n3，n4n5n2n3n4等，如果采用上面的方法

根据遍历节点的顺序则找出的回路为n5n2n3n4n5，不会有重复的回路并花额外

的时间来找重复的回路。

5．3．3． 信号流图的互不接触的回路、与前向通道无接触的回路

由5．3．2中的算法已经得到所有的前向通道和回路。寻找与前向通道无接触

的回路较简单，比较前向通道和回路之间有无相同的节点或支路即可获知是否

有接触。

寻找互不接触的回路时，先找出两两互不接触的回路。两两互不接触的回

路寻找方式与寻找与前向通道无接触的回路相同。寻找nil(n>2)互不接触回

路时，在(n．1)(n．1)互不接触回路的基础上添加一条与所有回路不接触的回路即

可。如果(n．1)(n．1)-if_不接触回路的只有一组或没有，则不可能有nn互不接触的

回路。

5．3．4． 数据结构和流程图

在前面为了实现图的绘制编辑功能，定义了一个数组保存所有的图元。但

是在进行图的拓扑分析时，经常要多次遍历某类型的图元，如在所有的节点中

找到一个节点。在这个大的图元数组中进行遍历是花时间且不必要的。为此根

据图元的类型定义了若干个数组例如节点数组、汇合节点数组、有向直线数组

等，在拓扑分析时直接在这些数组中遍历将缩短寻找目标图元的时间。但同时

要注意时刻维护这些数组：可以在拓扑分析之前，将这些数组初始化一遍，也

可以在新建、删除图元时维护这些数组，采用前者则程序代码维护量稍小点，

如果图元数量较多，采用后者则在可以减少拓扑分析时间。

组合系统的拓扑分析是边分析边输出到M文件中，没有额外的定义变量来

进行中间分析结果的保存。

信号流图的分析结果稍复杂，因此在程序中专门定义了一个前向通道回路

类CWayObject来保存拓扑分析的结果。其中的变量m way类型为结构体Way
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数组，结构体Way表示构成前向通道回路的节点或支路，只有两个变量参数num

和style，分别表示节点或支路的序号以及类型(节点、支路或结束标志符)。

class CWayObjec

{

public：

CWayObject0；

CWayObject(CWayObject&wayob)；

const CWayObject&operator=(const CWayObject&wayob)；

virtual,-一CWayObject0；

public：

CString m_name；／／名称

CString m dertal；／／前向通道的特征余因子式，回路的此属性为null

CArray<Way,Way&>m_way；／／前向通道(回路)的所有节点和支路

CArray<CWayObject。CWayObject&>muntouchlw；／／不接触的回路

)；

定义了两个CWayObject数组CArray<CWayObject，CWayObject&>

m_forWay；和m_loopWay；表示信号流图的所有前向通道和回路。

在搜寻前向通道时，使用了一个临时的局部变量Way数组tempway，每当

找到一个前向通道时，生成一个CWayObject变量newforway把tempway赋给

newforway的成员变量m_way，并将newforway加入到数组m_forWay中。回

路的搜寻处理类似。

寻找到的前向通道或回路的无接触回路放在成员变量m untouchlw中，只

找寻序号比自己大的无接触回路，例如如果回路Q1和Q2无接触，则回路Q1

的m—untouchlw中有Q2，但回路Q2的m—untouchlw中没有Ql，这样方便下

一步寻找三三不接触的回路。

nn(n>2)不接触的回路用二维数组保存，且只保存了回路的名称。定义了ty

pedef UltraCArray』<CString，CStdng&>NUNTOUCH；和typedef UltraCArra

yJ<NUNTOUCH，NUNTOUCH&>ALLUNTOUCH；两种类型。NUNTOUCH
为一维字符串数组保存相互不接触的回路，ALLUNTOUCH为保存所有an不接

触的回路的数组，实际上是一个字符串二维数组。定义ALLUNTOUCH型变量

m_AllUntouchWay保存了所有an互不接触的回路(n>2)，m_AllUntouchWay的

第i个数组的大小为an不接触回路的n的值。定义NUNTOUCH型变量m Em
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uxim保存信号流图的特征式。

如图5．9所示为分析回路的流程图。

图5．9寻找信号流图回路的流程图

5．4．组合系统结构性质分析(Mat I ab算法)

5．4．1计算子系统的传递函数矩阵

传递函数矩阵的计算放在MATLAB中进行【68‘72】。先将各支路的传递函数表

达式、上一步得到的前向通道和回路的表达式、信号流图特征式和前向通道的

流图回路特征余因子式写入一个m文件中，在Vc++中利用MATLAB引擎服

务来调用matlab函数，运行m文件。以下为输出的m文件示例，其中％为注释

的部分，分析的是图5．1l中的信号流图。

Ll=(sym(⋯1))／(sym(’1．))；
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L2=(sym(’l’))／(sym(’1’))；

L3=(sym('kp]’))“sym(’1’))；

⋯⋯略

L8=(sym(’1’))／(sym(”S))；

Al=(sym(’l’))／(sym(’l’))；

A2=(sym(’l’))／(sym(’l’))；

％前向通道一共有2条

QI=LI}L3+L5幸L7；

Q2=L2·L4·L6·L8；

％同路有2条

CI=L3奉L5幸L7·A1：

C2=L4·L6·L8·A2；

EMUXIMl=C1+C2；

％C1和C2无接触：

EMUXIM2=C 1拳C2；

DE，I’_l—EMUXIM I+EMUXIM2；

％Ql与C2无接触

％Q2与Cl无接触

DETl=1-C2；

DET2=l—C1：

％从输入节点nl到输出节点n7的传递函数为

Gs0_0=simplify((Ql·DETl)／DET)；

％从输入节点nl到输出节点n9的传递函数为

Gsl一0=simplify((Q2奉DET2)／DET)；
％传递函数矩阵

Gs=[Gs0_0；Gsl_0；】；

运行此m文件后可得传递函数矩阵如下图所示。

zile ldit啦_Yell ti“”H·1，

》．吣醮；K∽∽-t fn—af两jn0—]i 8豳：}■——’H‘■]
t bl=kl／m·l‘2．rbl螂，】
l埭2l谨，假t‘‘2"t=---keZ*tz)]

图5．10传递函数矩阵

说明：分析的对象是F(z)上的系统，其传递函数是F(z，s)环上的元【9】，即各

支路的传递函数的S的系数是F(z)上的元，可以是实数，也可以是参数，如图4

所示选中的支路L5的传递函数为丽kI 。在计算整个子系统的传递函数矩阵时ZJ+1

采用符号运算，使用MATLAB提供的sym函数进行符号参量构造。构造出的

变量类型为sym object，且符号变量类型之间可以进行加减乘除等运算。
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5．4．2时域模型分析

将子系统的传递函数矩阵利用列(行)最小公分母法化为左MFD(矩阵分

式描述)或右MFD；由右MFD可得到能控性型或控制器型的状态方程和输出

方程，由左MFD可以得到能观性型或观测器型的状态方程和输出方程【l】。这些

算法都已在MATLAB中由笔者实现．，在m文件中调用这些函数即可。

图5．10所示系统的右MFD为

嗷kplkiT窄zs2雌+kp,kis叶-kpl黻卜‰州“咖^∽一，
左MFD为

降2+s-kr。t o 丌kp,k,、1
1 0 互s2+s一露，：k：／L砟：哎／

如下所示为MATLAB求出的图5．1l的一个能观性型实现的系数矩阵。

A=

U l U U

—K,—K,I一一1 O O

互 互

0 O O 1

0 0—Kp2—K,一一1

O

K，lKI

互

0

巧：K：

互

f，1 0 0 o、
，C=l I。
Lo 0 1 o／

现在已得到子系统的状态方程和输出方程。如5．3．1节所述已经得到组合系

统的关联矩阵，将其输入至MATLAB的m文件中，则可以列出整个系统的中

间标准形，然后对中间标准形的系数矩阵进行基本行变换变成行标准形，从而

得到整个系统的标准的状态方程和输出方程【251，再根据第2节的一般系统时域

模型结构性质分析方法用MATLAB的求秩函数rank()求取能控性矩阵的秩，即

可得到组合系统的结构能控性。需要注意的是若想得到结构能控性需得到各子

系统的能控性型或控制器型实现，若想得到结构能观性需得到各子系统的能观

性型或观测器型实现。

5．4．3频域模型分析

第四章得出了一些频域组合系统结构能控的条件，这些条件都是以多项式

矩阵的互质性来表达的。将子系统的传递函数矩阵化为不可约的MFD，直接在
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频域上对各子系统传递函数矩阵的不可约MFD的分子矩阵和分母矩阵进行互

质性分析可以得到系统的结构能控性。传递函数矩阵化为不可约的MFD的具

体算法是通过把有理分式矩阵转化为史密斯麦克米伦型从而得到不可约的右

MFD[¨，在MATLAB中用一个m函数实现。

第4．2．2节根据实际的物理系统都具有两种性质且子系统是独立的条件，利

用多项式矩阵的秩判据进一步简化了串、并联系统的结构能控判定方法，具体

如下所述。对于两个子系统，其不可约右MFD分别为Gl(s)：Ⅳl(J)珥1(j)and

G2(s)=Ⅳ2(J)嘎‘(5)，则有：

1)对并联系统，当且仅当多项式矩阵【Dl(o)D，(o)】满秩，q(s)与D2(s)互质，

并联系统结构能控。

2)对串联系统，如果矩阵[D：(o)Ⅳl(o)】不满秩，B(s)与ⅣI(j)不互质，串

联系统结构不能控。如果矩阵【D2(o)N。(o)1满秩且Ⅳl(s)的列数大于等于行数，

D2(J)与ⅣI(J)互质，串联系统结构能控。如果矩阵【皿(o)Ⅳl(o)]满秩且N。(s)的

列数小于行数，令det(D2(s))：Jm×仍(J)X---X够(s)其中仍(s)，⋯，饵(s)互素且仍(s)：0，⋯，

佴(J)：0没有常数根。设仍(s)=0，⋯，妒，(J)=0，将它们分别代入【D2(s)Ⅳl(s)】计

算，(z)上的矩阵【皿(；)ⅣI(j)】是否满秩，当且仅当它们都不满秩时，D2(s)与

Ⅳ．(s)互质，串联系统结构能控，否则串联系统结构不能控。

对图5．3所示的复杂系统，子系统以传递函数矩阵作为模型，也可以将传递

函数矩阵化为不可约MFD后得到其PMD(多项式矩阵描述)【l】。第4．2．3节根

据子系统的PMD和关联矩阵推导出了组合系统的PMD的表达式。而组合系统

的结构能控性可以由其PMD中的F(z，J)上的系数矩阵的互质性得到。第4．2．2

节中并、串联系统互质性判断的简化方法对于图5．3所示的复杂组合系统不适

用。虽然子系统独立且具有两个性质，但经图5．3这种方式组合后其PMD的系

数矩阵会含有多个参量，无法分块并用秩判据进行简化。所以只能对PMD的

心≯)上的系数矩阵进行基本列变换以得到其god(最大公因子)，然后判定god
是否是单模矩阵以得到互质性【l】。而基本列变换正是算法中需要优化的部分。

直接在频域上进行分析的好处在于无需进行频域到时域的转换。而且尽管

文献[221提供了一些时域上结构能控的规范型判据，但时域上结构能控的最一

般的判断要求出能控矩阵的秩，组合系统的能控(观)矩阵维数必定较大，其

秩的计算是运算中最困难的部分。判断两个多项式矩阵是否互质时，利用了史

密斯矩阵，如果适当的利用符号运算的特点是可以简化求史密斯矩阵的运算。
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5．4．4 M函数的编写

MATLAB提供了丰富的符号运算功能，但符号多项式和符号矩阵的运算尚

未提供。为了进行结构性质的分析需要自己编写M函数提供诸如符号多项式相

除求商和余数等功能。

基本M函数：

1)degreeofpoly(poly,devar)，返回以deva为变量的符号多项式poly的最高

次数，poly和devar均为sym符号型；

2)expandall(poly)，反复展开多项式poly直到没有括号；

3)expandall_nocomden(poly)，反复展开多项式的分式直到没有公共的分

母，例如(s+1)／(s+2)展开为l／(s+2)幸s+l／(s+2)；

4)findhighestdegree(p)，返回S多项式P的最高次数；

5)finditemcoe(item，char_poly)，将以s为变量的多元有理多项式的字符串

表达式char_poly的某项item的系数输出到eoe中(此函数被函数polytoarray

调用)，item为char型格式为’S^X’(x为任意的正整数)，例

如：，char__poly=’a*s^2+b宰s+c’，令item=’S^2呗0输出toe=a；令item=’s^1呗0输出coe=b；

令item=’s^0呗IJ输出toe=8，

6)findleaestdegreepoly(pm)，返回结果为以S为变量的多项式矩阵pm的最

小次数非零项的行数、列数、次数；如果pm为全零阵则返回[O 0．1】；

7)FindQandR(dpoly,spoly)，返回多项式dpoly除以多项式spoly的商式和

余式；

8)【Mh，S，MI，Fai，Degree]=GetDegreeExpress(pm，type)，返回多项式矩阵的

列次表达式或行次表达式，返回变量Mh是列(行)次系数阵、S是s的多项式

阵、对角线上元素为s^kl，其余为0、M1是低次系数阵、Fai是S的多项式阵、

Degree返回列(行)次数数组；

9)[A，B，C]=GetRealize(Ds,Ns，type)，由MFD导出的典型实现(能控性型、

能观性型、控制器型、观测器型)；

10)improper2proper(fraction)，假多项式分式fraction化为真分式+整式；

11)isPrime(ds，ns)，判断多项式矩阵ds和ns是否互质；

1 2)muladdCol(poly,mulcol，addedcol，pm)、muladdRow(poly,mulrow,addedrow,

pm)、multipleCol(con，coin，pm)、multipleRow(con，rown，pm)，swapcol(coln l，coin

2,mat)，swaprow(rownl，rown2，mat)，多项式矩阵的基本行列变换；
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13)poly_ged(d1，d2)，返回两个多项式的公因式；

14)a=polytoarray(p)，将以s为变量的多元有理多项式P的系数输出到a数

组中；

15)[Ns，Ds]=TolrMfdBySmithmac(Gs)，通过把有理分式矩阵转化为史密斯

麦克米伦型得到不可约的右MFD；

16)rspm=ToRowStandard(pm)，将多项式矩阵转为行标准型；

17)[smith，U，V]=ToSmith(pm)，将多项式矩阵pm转化为史密斯型矩阵

smith，U为左变换阵，V为右变换阵；

另外还有两个基本分析文件用来做对信号流图和方框图系统的分析：

Analygfml．m文件实现信号流图的传递函数矩阵和状态空间实现。

AnalyCompositeIntermediate．m文件实现组合系统方框图的组合系统的PMD计

算和能控、能观性分析。

5．4．5分析结果显示

本软件分析的结果主要是系统的结构性质，最后给出一个对话框来显示这

个结果如图5．17所示。中间产生的一些结果也可以显示，比如信号流图的实现

也给出一个对话框来显示如图5．10所示为5．4．2节的分析结果在软件中的显示。

如果想查看组合系统多项式矩阵描述，则可以在MATLAB的workspace中查看。

Y。

X●

×+

U

U

图5．10信号流图的能观性实现界面
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5．5．分析例子

如图5．11所示为分析软件中一个双伺服系统的信号流图，单输入为角度，

双输出为两个角度。其中带箭头的线代表支路，选中一条支路后可在左边的属

性框中输入其传递函数如图中所示选中了一条支路；绿色圆圈代表输入节点，

蓝色圆圈代表输出节点，红色圆圈为混合节点；选中节点后也可编辑节点的属

性。

图5．11输入信号流图界面

如下图所示为在本软件中绘制的图5．12所示的方框图。组合系统方框子系

统的输入可采取信号流图或传递函数矩阵直接输入。双击方框图可直接输入该

子系统的状态方程或传递函数，也可以单击选择方框后选择菜单“编辑"一“子

系统”进入信号流图绘制状态绘制子系统的信号流图。
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图5．12在软件中绘制的表示图5．3的组合系统框图

为验证分析软件算法的正确性，对组合系统进行了检验，与此对比的是课

题组先前开发的电路辅助分析软件所分析的结果，检验的结果表明本软件的算

法能够有效地用于组合系统的可视化建模和结构性质分析。

如图5．13所示给出了在电网络辅助分析软件中建立的由两个子电路系统并

联的电网络图，在电压源Vl左、右两边分别是两个子电路系统，他们的输入

都为V1，输出选择为R2和Rl上的电压有方向性的相加。如图5．14所示为分

析出的电路的状态方程和输出方程，以及得出结论本电路结构能控能观。

图5．15中为并联系统的方框图，图5．16中设置了子系统S1的传递函数矩

阵，分析的结果如图5．17所示显示出系统为结果能控能观的。在MATLAB中

可以查看到多项式矩阵描述的四个多项式矩阵系数如图5．18所示。由于电网络

辅助分析软件的结果是时域上的，而本软件的分析结果是频域上的，用分析结

果求取系统的传递函数，最后得到在电网络辅助分析软件中的分析结果对应的

传递函数矩阵为Gsb=C幸(豇一么)-1木B+D=．R1*C1*s／(s^2*Cl*LI+R1*C1·s+1)

+R2 C2 s／(s 2 C2 L2 R2 C2 s 1)，而在本软件中分析结果对应的传递函数矩

阵Gs=尺(s)宰尸(s)-1幸Q(s)+形(s)=一R1*C1*s／(s^2"C1宰LI+R1}C1奉s+1)+R2奉C2·

s／(s^2木C2枣L2+R2幸C2宰s+1)，两者相等。表明本软件分析的结果是正确的。
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兰件理)编辐嘿)视图嘤!．绘图眵分析礓∑一三晏帮助叩

L1

图5．13并联电路图

图5．14电网络辅助分析软件分析图5．12并联电路的结果
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图5．1 5并联系统图

图5．16设置并联系统中子系统的传递函数矩阵
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图5．17本软件分析结果(结构能控能观性)
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图5．1 8本软件分析结果(组合系统多项式矩阵描述)
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5．6．软件改进

5．6．1界面改进

本软件已实现了信号流图和方框图的绘制，但是其编辑功能还有待加强。

例如图元的绘制编辑操作可参考MATLAB的Simulink模块的绘制各种模块的

操作：在移动节点时，可以让连接到节点的支路也跟随一起移动；有向折线绘

制或移动时其路径的智能选择(可以绕丌其他的图元)。分析结果的显示如组合

系统的多项式矩阵描述的系数矩阵的显示现在是放在MATLAB中，也可以放到

软件界面对话框中显示。

5．6．2符号运算的简化计算

除了信号流图和方框图的结构分析，其他的分析运算如求传递函数矩阵、

求MFD、子系统的状态空间实现、互质性分析、关联矩阵变换等均要借助予

MATLAB的符号运算能力，但是当系统的参量较多，子系统的个数较多，信号

流图或各子系统连接关系较复杂时，符号运算可能费时甚至难以进行。这罩提

出一个初步的优化方案，如果关于S的多项式的系数较复杂，可以另外设置一

个符号变量取代这些系数。例如图5．11中的传递函数矩阵的第一个元素的分母

正J2+J—k。。k，，设新的参量后=k k

符号运算中可以减少一部分计算量，这个在判断多项式矩阵的互质性时，进行

列变换构造史密斯矩阵中尤其明显。但是在设置新的参量取代旧的若干参量时

也要注意旧参量之间的关系，否则丢失了这些关系将会导致最后计算的结果不

对。

5．6．3结合特殊组合系统的分析理论来改进

本软件分析组合系统的结构性质时，也借助了理论来改进结构性质分析算

法，特殊的组合系统可以用特殊的理论算法来分析，如4．3节所述的并、串联

系统已有理论可以简化结构性质的判断。时域系统的结构性质分析也有若干理

论简化结构性质的判断，例如【22】中的定理2：若A矩阵在F(z)上不可约那么对

于任意的B≠0系统结构能控。而【15】中的相似结构组合系统和【161中的循环组合



武汉理T大学博十学位论文

系统也是一类特殊的组合系统，f55．561中的理论也可以结合到本软件中来分析结

构性质。

5．7．本章小结

本软件搭建了用信号流图和方框图建模的平台，在此平台上用心)上的矩阵

或F(z，5)上的多项式矩阵做统一的数学描述，以心)上的系统结构分析理论为
基础，运用了MATLAB的符号运算来分析线性系统的结构性质。 心)上的系
统结构分析为选择控制系统时在结构上保证最终的实数系统结构能控(观)提

供了依据，但控制系统的设计不仅仅只包括结构设计。如何根据实数系统的设

计要求和设计方法确定参数的取值，使实数域上的系统稳定且达到一定的性能

指标是一个值得探寻的问题。如果本软件的MATLAB算法将比)上的系统的某
些参数取值，便可做更进一步的数值仿真分析，这也为用心)上的理论研究控
制系统的综合方法打下基础，这是本软件进一步的开发方向。
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第6章总结与展望

本论文以线性系统为研究对象，使用多元有理函数域，(z)上的矩阵和

F(z)嘲环上的多项式矩阵来描述系统。

结构能控性和能观性是两个表征系统结构特性的重要概念并有对偶性。与

传统基于实数域的研究不同，基于F(z)域上的系统的结构能控能观性研究中，

物理系统中所有的物理参量都不取值，以参数的形式存在，所以得到的结论只

与网络的结构有关，而与物理参数的取值无关，它单独反应了网络的结构性质。

由于控制系统中所有的物理参数都是参量不取具体的数值，所以研究中所

有的运算都是符号形式的代数运算，对比较复杂的系统，计算量巨大，耗时、

耗力，且容易出错，人工难以胜任，所以开发了相应的计算机辅助分析软件，

加快研究进程。

6．1．研究成果

本论文的研究内容和成果主要包含两个方面的内容，即：理论部分的研究

和辅助分析软件部分的规划、各种分析算法。

一、理论研究部分

本文通过将实数域上的多项式矩阵理论扩展到F(z)域上，以，(z)域上的多

项式矩阵理论为基础得出了F(z)域上的PBH判据，文中的若干例子证明，相

对于时域上的结构判据，在用PBH判据判断结构能控性时，采用F(z)域上的

史密斯变换得到矩阵的互质性可以使系统结构性质的判断更容易。

所有不同物理参量都视为独立参量的线性物理系统具有两个基本性质。性

质1：系统的特征多形式的方程det(名，一A)=0没有非零的重根；性质2：非零

常数不是det(2I—A)=0的根。两个性质描述的都是系统非零模式(非零特征值)

的性质。线性物理系统模型越精确(即系统数学模型越逼近实际(物理系统)就越

具有这两性质。本文证明了卜型系统是具有性质1和性质2的，并结合时域判

据判定卜型系统的结构能控能观性。

基于，(z)域上的多项式矩阵理论和物理系统具有两种性质的特点，本文对

组合系统的结构性质的判定也得出了若干有用的判据。如有结论：对于并联系

统如果两个子系统的矩阵分式描述的分母矩阵的组合矩阵在s=O时没有降秩，
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则系统结构能控。对于串联系统如果第一个子系统的矩阵分式描述的分子矩阵

与第二个子系统的分母矩阵的组合矩阵在s=O点时没有降秩，则系统结构能控。

不需要多项式矩阵的初等变换就可以得到系统的结构性质了。

对于更一般的组合系统，本文也给出了其组合后的系统的多项式矩阵描述

计算方法，但由于其组合方式的更一般性，导致具有两种性质的系统不能简化

其结构性质的判断。

二、结构性质分析软件的开发部分

文章对结构性质分析软件进行了需求分析，给出了本软件的基本功能和基

本框架，分析软件主要包括系统的可视化、拓扑分析算法和系统结构性质分析

三个部分。在软件研发中，通过运用软件工程学的方法结合实际的软件开发经

验完成了软件的框架和主要功能，主要工作有：

首先，按照软件工程的要求对软件进行了需求分析，划分定义各功能模块。

第二，使用Visual C++完成了输入系统的可视化设计，遵循了一些著名的建

模软件对图元的操作的基本规则，符合用户的操作习惯，使用户可以快速建立

起待分析系统的模型。

第三，经过严密的数学推导，在梅逊公式和第4章的组合系统多项式矩阵

描述推导算法的基础上，提出了由信号流图计算传递函数矩阵和由方框图计算

多项式矩阵描述的网络拓扑算法。完成了其算法程序的编写，验证了算法的可

靠性和精确性。

第死，运用MATLAB的符号运算功能编写了实现，(z)上多项式矩阵运算的

M函数，用于计算传递函数矩阵、求取多项式矩阵的最大公因子以及判断互质

性从而得到结构性质。

第五，将本软件系统分析的结果与课题组先前开发的电网络辅助分析软件

进行分析结果比对，证明了本软件的分析正确性和可靠性。

6．2．展望

以图1．1中的系统为例，选择系统的物理参量z=(砟，互，K，乃为独立参量。

那么网络能观性矩阵的行列式等于det(c’，A’C’)=Kp2K2(丁一霉)／巧2T3是心)上
非零元，系统是砟)上能观的，即结构能观的。但如果令r=l，独立参量减少

一个，z=(Kp，互，K)，那么系统却是F(三)上不能观的，得到完全不同的结论。

因此独立参量的选择是重要的。
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由实数域上的系统理论知系统有两大独立变量：输入变量和状态变量，它

们决定实数域上系统的全部行为。心)上系统的独立参量z反应了系统的结构，
决定着系统和网络的结构性质，它应视为比)上系统的第三大独立变量。
从物理的观点看，系统的物理参量的取值是任意的，将它们选为独立参量

是合理的。从数学推理的观点来看，假如T=Z，网络就不能观，如想系统能

观就要防止这种情况的出现。

实际控制系统可以将所有不同物理参量都选为独立参量。但是如第5．6．2节

所述在判断矩阵的互质性时，设置新的独立参量是可以简化符号运算的复杂度

的。也可以不按照物理参量来确定实际控制系统独立参量，但是这个有点麻烦，

常常需要简化(变量代换)而又要不改变系统的结构性质，2．2节的引理2．1给出

了独立参量(变量)代换的方法。如何将独立参量简化到最少数目而不改变系统

的结果性质，这是下一步应该考虑的问题。

l-型矩阵和(C+y)一U(其中C=diag(zl，z2⋯．，Z。)， V和U是两个

F(z川⋯．，Z。)上的方阵)是多元有理函数域上的两类矩阵，代表了两类的线性

物理系统，它们都具有两种性质。史密斯形是多项式矩阵的重要标准型，与互

质性的判断密切相关。文献【42,93】研究了混合矩阵的特征矩阵的史密斯形，得出

结论它的史密斯形是具有特殊形式的。1．型矩阵和(C+y)一U的特征矩阵的史密

斯形会具有什么样的形式，对互质的判断有什么简化，这些问题有待探讨。

结构能控能观分析软件实现了对信号流图和方框图的分析，如果把信号流

图的各支路的传递函数规定为一些基本的环节如一阶惯性环节和比例环节(因

为更复杂的传递函数都可以由这些基本的支路构成)，这样可以把系统的模型完

全用图体现，不依赖支路的传递函数，那么是否能得到相应的图论的结论呢?

这是理论上值得研究的一个方向。结构能控能观分析软件利用符号运算实现了

结构性质的分析。在分析了结构性质之后，就要根据实数系统的设计要求和方

法确定各参数的值，使其稳定性符合要求，使其性能指标达到最优。如果将系

统的参数全部取在数域上，则本软件可以做下一步的系统设计仿真。如果取系

统的一部分参数在数域上，例如令某个参数为0，对应的可能是系统的结构发

生了变化，那么系统是否依然结构能控?这是个最小结构能控的问题，也可以

结合到本软件中以进行控制系统最小结构的选择。这些都是结构能控能观分析

软件可以扩展的功能。
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