
三、 连续与间断

一、 函数

二、 极限

习题课习题课

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

函数与极限

第一章



（一）函数的定义

（二）极限的概念

（三）连续的概念

一、主要内容一、主要内容
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基本初等函数

1）幂函数 )( 是常数μ= μxy
2）指数函数 )1,0( ≠>= aaay x

3）对数函数 )1,0(log ≠>= aaxy a

4）三角函数 ;cos xy =;sin xy =

5）反三角函数 ;arccos xy =;arcsin xy =

;cot xy =;tan xy =

;arctan xy = =y cotarc x
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双曲函数

2
sinh

xx eex
−−

=双曲正弦

2
cosh

xx eex
−+

=双曲余弦

xx

xx

ee
ee

x
xx −

−

+
−

==
cosh
sinhtanh双曲正切
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求极限的常用方法

a.定义及运算法则;

b.两个重要极限;

c.夹逼定理和单调有界原理;

d.利用无穷小运算性质求极限;

e.利用等价无穷小代换.
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(1) 1sinlim
0

=
→ x

x
x

(2)

e
x

x

x
=+

∞→
)11(lim

ex x
x

=+
→

1

0
)1(lim

.)1(lim
1

e=+ αα
某过程

两个重要极限
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,1sinlim =
α
α

某过程

0lim =α
某过程

：其中

0lim =α
某过程

：其中

e
n

n

n
=+

∞→
)11(lim



常用等价无穷小:  

,~sin xx ,~tan xx ,
2
1~cos1 2xx−

,~arcsin xx ,~arctan xx ,~)1ln( xx+

,~1 xe x − ,ln~1 axa x − xx μμ ~1)1( −+
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时当 0→x



闭区间上连续函数的性质

最值定理

注意：

解题思路：

1.直接法:  先利用最值定理，再利用介值定理;

2.辅助函数法: 先作辅助函数F (x)，再利用零点存

在定理;
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介值定理

—— 有界性定理

—— 零点存在定理

（1）闭区间，（2）连续函数

这两点不满足上述定理不一定成立．



习题1-9(P76)：

1(2)(4)(5)(7)(10)(13)(14)(15)；

2；4；5(2)(5)；7；8；11；

12；14；16；17

作业:



例1 .)16(log 2
)1( 的定义域求函数 xy x −= −

解 ,016 2 >− x

,01 >−x

,11 ≠−x ⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠
>

<

2
1
4

x
x
x

,4221 <<<< xx 及

).4,2()2,1( ∪即

二、典型例题二、典型例题
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=y 的反函数及其定义域.

解: 01 <≤− x当 时, 2xy =
则 ]1,0(, ∈−= yyx

10 ≤< x当 时, xy ln=

则 ]0,(, ∞−∈= yex y

21 ≤< x当 时, 12 −= xey
则 ]2,2(,

2
ln1 eyyx ∈+=

反函数 =y ]1,0(, ∈− xx
]0,(, ∞−∈xe x

]2,2(,
2

ln1 exx
∈+

定义域为
]2,2(]1,( e∪∞−

21,2
10  ,ln
01,  

1

2

≤<
≤<
<≤−

− xe
xx
xx

x

2

1 2

e2

1−

y

o x

1

,]1,0(∈

,]0,( ∞−∈

,]2,2( e∈
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例2：求



]          [f=

⎩
⎨
⎧

<+
≥−

=
8,)]5([
8,3

)(
xxff
xx

xf

求 .)5(f

解: )5(f )          (f= 310 −)10(f

)7(f= ]          [f= )12(f

)          (f= 312 − )9(f=

6=

例3
 

已知
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例4
 

设 ,coscsc)
sin

1(sin 22 xx
x

xf −=+

求 .)(xf

解: 1sin
sin

1)
sin

1(sin 2
2 −+=+ x

xx
xf∵

3)
sin

1(sin 2 −+=
x

x

3)( 2 −=∴ xxf
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x
xf

x
f

−
=+

− 1
2)()

1
1(

,2)1()( x
x

xfxf =
−

+

解: 利用函数表示与变量字母的无关的特性
 

.

x
xt 1−

= t
x

−
=

1
1 代入原方程得

,
1

2)()
1

1(
t

tf
t

f
−

=+
−

,1
1

1
u

u
x

−
=

− u
x

−
=

1
1

代入上式得

u
u

u
uf

u
f )1(2)1()

1
1( −

=
−

+
−

1,0 ≠≠ xx设 其中 ).(xf求

令 即

即

令 即

画线三式联立 1
1

11)( −
−

++=
xx

xxf

即 x
x

x
xf

x
f )1(2)1()

1
1( −

=
−

+
−

例例55
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证明1:

例6： 。为任意实数其中，证明： a
n
an

n
0

!
lim =

∞→

.||,, MaMa ≤使存在正整数对任意实数

，则
!

|
!

|
n

M
n
a nn

≤ 时故当 Mn >

nMM
MMMMM

n
M n

""
""
121! +⋅⋅

⋅⋅
=

n
M

M
M M

⋅≤
!

ε<

)!1(
1

−
⋅>

M
Mn

M

ε
解得 },]

)!1(
1max{[ M

M
MN

M

−
⋅=

ε
取

，时当 NnN >∃>∀ ,,0ε ε<≤
!

|
!

|
n

M
n
a nn

0
!

lim =
∞→ n

an

n
即
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证明2: .||,, MaMa ≤使存在正整数对任意实数

.
!

|
!

|
n

M
n
a nn

≤则 ，设
!n

Mx
n

n = ，则 nn x
n
Mx

11 +
=+

，时当 Mn >+∴ 1 ，nn xx <+1 单调下降，}{ nx
,0>nx又显然 有极限，所以 }{ nx ，设为 A 则

nnnn
x

n
MxA

1
limlim 1 +

==
∞→+∞→

00 =⋅= A

.0
!

lim =
∞→ n

M n

n
即 由夹逼定理 .0|

!
|lim =

∞→ n
an

n

.0
!

lim =
∞→ n

an

n
从而
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一般地 

Axf
xx

=
→

)(lim
0

⇒ |||)(|lim
0

Axf
xx

=
→

， 

注意：

反之不成立。但 
0)(lim

0

=
→

xf
xx

⇔ 0|)(|lim
0

=
→

xf
xx

. 



例 7：证明： 0lim =
∞→ n

k

n a
n （ 1>a , Nk ∈ ）。 

证明: λ+=> 1,0 aa 设∵
nna )1( λ+= nk

k
knnna λλλ ++

+
−−

+++= + """ 1

)!1(
)()1(1

1

)!1(
)()1( +

+
−−

> k

k
knnn λ" )( 时当 kn >

))(1()1(
)!1(0 1 knknnn

nk
a
n k

kn

k

−+−−
⋅

+
<< + "λ

因此

)1)(11()11(

1)!1(
1

n
k

n
k

n
n

k
k

−
−

−−
⋅

+
= +

"λ
0⎯⎯ →⎯ ∞→n

0lim =∴
∞→ n

k

n a
n
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例 8 ：对 于 数 列 }{ nx ， 若 )(2 ∞→→ kax k ，

)(12 ∞→→− kax k ，则 )( ∞→→ naxn  

证明: ,0>∀ε ;||,, 1211 ε<−>∃ − axNnN k时当

;||,, 222 ε<−>∃ axNnN k时当

}2,12max{ 21 NNN −=取

,时当 Nn > ε<− || axn

axnn
=

∞→
lim所以
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例 9：设 }{ nx 是单调数列， }{
knx 是它的一个子列，且

)( ∞→→ kax
kn ，证明： )( ∞→→ naxn 。 

证明: ,}{ 是单调增加的不妨设 nx ,}{ 也单调增加则
knx

,, axNk
kn ≤∈∀∴ ∗ ,,}{ axx nn ≤都有所有项从而对

),2,1,,( "∵ =≤≤≤ kaxxnk
knkk

,0>∀ε ;||,, ε<−=−≥∃ axxaLkL
kk nn时当

,LnN =取 ,时则当 Nn > axxx nNnL
≤≤=∵

nn xaax −=− ||
Lnxa −≤ ||

Lnxa −= ε<

axnn
=

∞→
lim故
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例10

xxx

x

n

x

x

x

x
x

n
n

lnlim,1lim)2(

;1lim)1(

,1lim

00

1

+→+→

+∞→

∞→

=

=

=

并求极限继而证明：

用夹逼定理证明：

利用极限

证明：
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则显然有不妨设 ,1)1( >x

][
11

1][
1

)1]([][ xxx xxx +<<+

1][
][

][
1

1][
1

)]([][ ++ = x
x

xx xx而 1⎯⎯ →⎯ +∞→x

][
1][

1][
1

][
1

)1]([)1]([
x

x

xx xx

+

+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
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⎡
+=+ 1⎯⎯ →⎯ +∞→x

;1lim
1

=∴
+∞→

x
x

x
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,1)2(
t

x =令

t
t

x

x t
x

1

00
)1(limlim

+→+→
=∴

+∞→+→ tx ,0时则当

t
t

t
1
1lim

+∞→
= 1=

x

xx
xxx lnlimlnlim

00 +→+→
=∴ 0=



)sin1(sinlim)1( xx
x

−+
+∞→

2
1cos

2
1sin2lim xxxx

x

++−+
=

+∞→

2
1cos

)1(2
1sin2lim xx

xxx

++
++

=
+∞→

无穷小 有界

例11
 

求下列极限：
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0=



1
lim)2(
→x

1−= xt

0
lim
→

=
t )1(sin

)2(
+
+−
t

tt
π

0
lim
→

=
t t

tt
πsin

)2( +

0
lim
→

=
t t

tt
π

)2( +
π
2

=

x
x
πsin

1 2−

令
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x
xx ba

x

)1()1(lim)3(
0

+−+
→

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −+
−

−+
=

→ x
x

x
x ba

x

1)1(1)1(lim
0

x
x

x
x b

x

a

x

1)1(lim1)1(lim
00

−+
−

−+
=

→→

ba −=
x

bx
x

ax
xx 00
limlim
→→

−=
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1
arctan4lim)4(

1 −
−

→ x
x

x

π

.
1

4
arctan

lim4
1 −

−
=

→ x

x

x

π

，时1→x∵ ).
4

tan(arctan~
4

arctan ππ
−− xx

4
tan)tan(arctan1

4
tan)tan(arctan

)
4

tan(arctan π

π
π

x

x
x

+

−
=−

x
x
+
−

=
1

1

1
1

1

lim4
1 −

+
−

=∴
→ x

x
x

x
原式

xx +
=

→ 1
1lim4

1
2=

βα
βα

βα

tantan1
tantan

)tan(

+
−

=

−



0
lim)5(
→x

( ) x

x
x cot

1
1
−
+

0
lim
→

=
x

x

x
x cot)

1
21(
−

+

e= 2e=

则有

[ ] )()(1lim
0

xv
xx

xu+
→

复习:
 

若 ,0)(lim
0

=
→

xu
xx

,)(lim
0

∞=
→

xv
xx

e=
[ ])(1ln)(lim

0

xuxv
xx

+
→

e=
)()(lim

0

xuxv
xx→

)(lim 1
2

sin
cos

0
x

x
x
x

x
−

→
⋅

∞1
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)
1
2(cotlim

0 x
xx

xe −
⋅

→=



3
1

0
)]1

sin1
tan1(1[lim x

x x
x
−

+
+

+=
→

3
1

0
]

sin1
sintan1[lim x

x x
xx

+
−

+=
→

30

1
sin1

sintanlim
xx

xx
x

⋅
+
−

→
∵ 30

1
sin1

)cos1(tanlim
xx

xx
x

⋅
+
−

=
→

xx
x

x
x

x sin1
1cos1tanlim 20 +

⋅
−

⋅=
→

⋅=
2
1

.2
1

e=∴原式
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3
1

0
)

sin1
tan1(lim)6( x

x x
x

+
+

→



nnn

n
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
+∞→ 2

75lim)7(
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nnn

n
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

−+
=

+∞→
1

2
275lim

2
275lim −+

+∞→=
nn

n
n

e
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
+

−
+∞→

= nn

nn

n

e
1

)17(
1

)15(
2
1lim

2
7ln5ln +

= e 35=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
+

−
+∞→+∞→

= nn

n

n

n

n

e
1

)17(lim1
)15(lim

2
1

axa

x
x ln~1

0

−

→ 时
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x

x
xsin

0
lim)8(

+→

xx

x
e lnsin

0
lim

+→
=

xx
xe

lnsinlim
0+→=

xx
xe

lnlim
0+→= 1=

xx
x x

x ln
1lim)9(

1

−
→ xx

e xx

x ln
1lim

ln

1

−
=

→
1

ln
lnlim

1
==

→ xx
xx

x



解1:

2
2 )221(lim e

nn
n

n
=++

+∞→
所以
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)22(lim 2nn
n

n
+

+∞→

∞1

)22(lim
nn

+=
+∞→

2=

.)221(lim)10( 2
n

n nn
++

+∞→



.)221(lim 2
n

n nn
++

+∞→
解2:

时1>n

2
22121
nnn

++<+ )1(
221
−

++<
nnn 1

21
−

+=
n

nnn

nnnn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1
2122121 2

22

1
21lim,21lim e

n
e

n

n

n

n

n
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→∞→
而

2
2 )221(lim e

nn
n

n
=++

+∞→
所以
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)
)!1(!3

2
!2

1(lim)11(
+

+++
∞→ n

n
n

"

)
)!1(
11

!3
13

!2
12(lim

+
−+

++
−

+
−

=
∞→ n

n
n

"

)
)!1(

1
!

1
!3

1
!2

1
!2

11(lim
+

−++−+−=
∞→ nnn

"

)
)!1(

11(lim
+

−=
∞→ nn

1=



.sin
1
2lim)12( 4

1

0 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+

+
→ x

x
e
e

x

x

x

解:

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

+

+
+→ x

x

e

e
x

x

x

sin

1

2lim 4

1

0 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

+

+
=

−

−−

→ + x
x

e

ee
x

xx

x

sin

1

2lim 4

34

0
1=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

+

+
−→ x

x

e

e
x

x

x

sin

1

2lim 4

1

0 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

+

+
=

−→ x
x

e

e
x

x

x

sin

1

2lim 4

1

0
1=

原式 = 1 

(2000考研)
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.
2

cos
4

cos
2

coslim)13( nn

θθθ "
∞→

解 将分子、分母同乘以 n2
sin2 θ

n

nnn

n

2
sin2

2
2

sin
2

cos
2

cos
2

cos
2

cos
lim

1

θ

θθθθθ
⋅

=
−

∞→

"
原式

n
nn

2
sin2

sinlim θ
θ

∞→
=

θ
θsin

=
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).1()1)(1)(1(lim

,1)14(
242 n

xxxx

x

n
++++

<

∞→
"求

时当

解 将分子、分母同乘以因子(1-x), 则

x
xxxxx

n

n −
++++−

=
∞→ 1

)1()1)(1)(1)(1(lim
242 "原式

x
xxxx

n

n −
+++−

=
∞→ 1

)1()1)(1)(1(lim
2422 "

x
xx

nn

n −
+−

=
∞→ 1

)1)(1(lim
22

x
x

n

n −
−

=
+

∞→ 1
1lim

12

.
1

1
x−

= .)0lim,1(
12 =<

+

∞→

n

xx
n

时当∵
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0→x 时, 下列函数是 x 的几阶无穷小?

解:
 

设其为 x 的 k阶无穷小, 则 kx x
xx3 2

0
lim +
→

0≠= C

因 kx x
xx3 2

0
lim +
→

3
3

2

0
lim kx x

xx +
=

→

3 3

0
)1(lim 2

3
2
1

xx k

x
+= −

→

故
6
1

=k

例12.
 

指出当
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3 2)1( xx +



11)2( 3 3 −+ x

解:

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

113 3 −+ x

11)1(
11

3 323 3

3

++++
−+

=
xx

x

11)1( 3 323 3

3

++++
=

xx
x

.
3
1 阶无穷小的故是 x



xx sin1tan1)3( −−+

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

.3 阶无穷小的故是 x

xx
xx

sin1tan1
sintan

−++
−

=

解: xx sin1tan1 −−+



)24arcsin()4( 2 −+ x

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

.2 阶无穷小的故是 x

解: )24arcsin( 2 −+ x

)
24

arcsin( 2

2

++
=

x
x



xe x cos)5(
2

−

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

.2 阶无穷小的可看出原式是 x∴

解1: xe x cos
2

− )cos1()1(
2

xe x −+−=
2~1

2

xe x −

2

2
1~cos1 xx−

,0时当 →x∵



xe x cos)5(
2

−

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

.2 阶无穷小的故是 x

解2:
 

设其为 x 的 k阶无穷小, 则

k

x

x x
xe coslim

2

0

−
→ 10

sin2lim
2

−→

+
= k

x

x kx
xxe

2

2

0 )1(
cos42lim

22

−→ −
++

= k

xx

x xkk
xexe



例13

。是一取定的正数其中

求设

n

xfxfxxxf
nxnx

,)(lim,)(lim,][)(
++ →→

−=

解：

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

])[(lim)(lim xxxf
nxnx

−=
++ →→

0=−= nn

])[(lim)(lim xxxf
nxnx

−=
−− →→

1)1( =−−= nn



例14

).(,1)(lim

,2)(lim,)(

0

2

3

xp
x
xp

x
xxpxp

x

x

求

且是多项式设

=

=
−

→

∞→

解 ,2)(lim 2

3

=
−

∞→ x
xxp

x
∵

),(2)( 23 为待定系数其中可设 babaxxxxp +++=∴

,1)(lim
0

=
→ x

xp
x

∵又

)0(~2)( 23 →+++=∴ xxbaxxxxp

.1,0 == ab从而得 xxxxp ++= 23 2)(故

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



例15：

证:

,)1()1( nn
n aax −++=已知数列

⎩
⎨
⎧

=
≠+

=+

∞→ 01
0||1

lim 1

a
aa

x
x

n

n
n

求证：

,0时当 =a 11 ≡+

n

n

x
x 1lim 1 =∴ +

∞→ n

n
n x

x

,0时当 >a nn

nn

nn

n
n aa

aa
x

x
)1()1(
)1()1(limlim

11
1

−++
−++

=
++

∞→

+

∞→

n

n

n

a
a

a
a

a
)

1
1(1

)
1
1(1

)1(lim
1

+
−

+

+
−

+
+=

+

∞→
a+= 1

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



,0时当 <a
nn

nn

nn

n
n aa

aa
x

x
)1()1(
)1()1(limlim

11
1

−++
−++

=
++

∞→

+

∞→

1)
1
1(

1)
1
1(

)1(lim
1

+
−
+

+
−
+

−=

+

∞→ n

n

n

a
a

a
a

a a−= 1

⎩
⎨
⎧

=
≠+

=+

∞→ 01
0||1

lim 1

a
aa

x
x

n

n
n

所以

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

例16.
 

设 ,),2,1(0 "=≥ iai

证: 显然 ,1+≤ nn xx

证明下述数列有极限
 

.

)1()1)(1()1)(1(1 2121

2

1

1

n

n
aaa

a
aa

a
a

a
nx ++++++ +++= ""

),2,1( "=n
即 { }nx 单调增, 又

∑
= ++

=
n

k k

k
n aa

ax
1 1 )1()1( "

+
+

−=
11

11
a

+1( 1) −

∑
= −++⎢⎣

⎡
+

n

k kaa2 11 )1()1(
1
" ⎥⎦

⎤
++

−
)1()1(

1
1 kaa "

)1()1(
11

1 naa ++
−=

"
1< nn

x
∞→

∴ lim 存在

“拆项相消” 法



例17：

证明:

,,2,1,0,
2

)1(2,0 10 "=
+
+

=> + n
x
xxx

n

n
n设

。并求极限，收敛证明： nnn xx
∞→

lim}{

,,2,1,0,1
2

1,0 10 "=>
+

+=> + n
x

xxx
n

n
n

,,2,1,0,2
2

221 "=<
+

−=+ n
x

x
n

n又

有界即 ,20 << nx

)
2

1
2

1(2
1

1
nn

nn xx
xx

+
−

+
=−

−
+而

)2)(2(
)(2

1

1

nn

nn

xx
xx
++

−
=

−

−

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



；单调增加，时当 }{01 nxxx ≥

,lim Axnn
=

∞→
设

",2,111 =−− −+ nxxxx nnnn ，同号与所以

；单调减少，时当 }{01 nxxx ≤

。的极限存在由单调有界原理： }{ nx

，则
A
AA

+
+

=
2

22
2=A：解得

2lim =
∞→ nn

x即

,
2

)1(2
1

n

n
n x

xx
+
+

=+∵

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



例18：

证明:

),1(,1 1110 ≥+=== −+ nFFFFF nnn：由递推公式
:,.}{ 证明数列称为给出的数列 FibonacciLFn

并求此极限。，存在
n

n
n F

F 1lim +

∞→

),2,1(1 "== + n
F

Fx
n

n
n记 则

n

nn
n F

FFx 1−+
=

n

n

F
F 11 −+=

1

11
−

+=
nx

（*）

,01
1

>
−nx

∵ ,1>∴ nx 211 =+<∗ nx，）（又由

又有下界。既有上界所以数列 ,}{ nx

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



,}{ 偶数项单调增加，的前几项中经计算发现 nx
。奇数项单调减少 。论下面用归纳法证明此结

,10 =x
2
3

2

12
2 =

+
=

F
FFx,2012 =+= FFF 0x>

,211
0

1 =+=
x

x 1
2

3 3
511 x

x
x <=+=

假设： ,)1(22 −> kk xx ,1212 −+ < kk xx 则

kk xx 222 −+ )11(11
1212 −+

+−+=
kk xx 1212

1212

−+

+− −
=

kk

kk

xx
xx 0>

1232 ++ − kk xx )11(11
222 kk xx

+−+=
+ kk

kk

xx
xx

222

222

+

+−
= 0<

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



。单调减少单调增加 }{,}{ 122 −kk xx：由归纳法假设
。极限存在由单调有界原理： }{,}{ 122 −kk xx

,lim,lim 122 BxAx kkkk
== −∞→∞→

设 有式，）（由 ∗

12
2

2
12

11,11
−

+ +=+=
k

k
k

k x
x

x
x

两边取极限
B

A
A

B 11,11 +=+=

解得：
2

51+
== BA

2
51lim 1 +

=+

∞→ n

n
n F

F于是

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



例19.
 

证明： 时存在渐近线当曲线 ∞→= xxfy )(

的充分必要条件是：baxy +=

,)(lim a
x
xf

x
=

∞→
。均存在,])([lim baxxf

x
=−

∞→

证明：必要性：
由条件知， 0])([lim =−−

∞→
baxxf

x

x
xf

x

)(lim
∞→

∴ )])([1(lim
x
babaxxf

xx
++−−=

∞→
a=

。baxxf
x

=−∴
∞→

])([lim

充分性：
])([lim baxxf

x
−−

∞→
baxxf

x
−−=

∞→
])([lim 0=

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



3 31 xy −=

0)1(lim 3 3 =−−−
∞→

bxax
x

解1: 原式 0)11(lim 3
3 =−−−=

∞→ x
ba

x
x

x

0)11(lim 3
3 =−−−∴

∞→ x
ba

xx

故 ,01 =−− a 于是 ,1−=a 而

)1(lim 3 3 xxb
x

+−=
∞→

23 33 23 1)1(
1lim

xxxxx +−−−
=

∞→

+0=

xy −=

例20..
 

确定常数
 

a , b , 使

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

Presenter�
Presentation Notes�
L. P34 例14�



0)1(lim 2 =−−+−
+∞→

bxaxx
x

解2: 由条件知，

)1(lim 3 3 xxb
x

+−=
∞→

23 33 23 1)1(
1lim

xxxxx +−−−
=

∞→

+0=

练习：： 确定常数
 

a , b , 使

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

渐近线是 3 31)( xxfbxay −=+=

x
xfa

x

)(lim
∞→

= 3
3 11lim −=

∞→ xx
1−=

2
1
1

=

=

b

a

Presenter�
Presentation Notes�
L. P34 例14�



83lim
2

=
−
++

→ ax
bbxx

ax

解: 由条件知，

例21.
 

确定常数
 

a , b , 使

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

axbbxx −++ 中必有因子32

))((32 cxaxbbxx −−=++设 acxcax ++−= )(2

比较系数得，
⎩
⎨
⎧

=
−=+

)2(3
)1(

bac
bca

ax
bbxx

ax −
++

→

3lim
2

∵
ax

cxax
ax −

−−
=

→

))((lim )3(8=−= ca

联立(1)(2)(3)式得， 64 =−= aa 或

416 −== bb 或

Presenter�
Presentation Notes�
L. P34 例14�



例22.
 

设函数

=)(xf

,)cos1(
2x

xa − 0<x

,1 0=x

,)(ln 2xb + 0>x

在
 

x = 0 连续 , 则
 

a = ,
 

b =  .

解 20

)cos1(lim)0(
x

xaf
x

−
=

−→

−

2
a

= 2

2
1~cos1 xx−

)(lnlim)0( 2

0
xbf

x
+=

+→

+ bln=

ba ln1
2

==

2 e

eba == ,2

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



例23 .
1,

2
cos

1,1
)( 的连续性讨论

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>−
=

xx
xx

xf π

解 改写成将 )(xf

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>−

≤≤−
π

−<−

=

1,1

11,
2

cos

1,1

)(

xx

xx
xx

xf

.),1(,)1,1(,)1,()( 内连续在显然 +∞−−−∞xf

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



,1时当 −=x
=

−−→
)(lim

1
xf

x
=−

−−→
)1(lim

1
x

x
.2

=
+−→

)(lim
1

xf
x

=
π

+−→ 2
coslim

1

x
x

.0

)(lim)(lim
11

xfxf
xx +− −→−→

≠∵

.1)( 间断在故 −=xxf

,1时当 =x

=
−→

)(lim
1

xf
x

=
π

−→ 2
coslim

1

x
x

.0

=
+→

)(lim
1

xf
x

=−
+→

)1(lim
1

x
x

.0

)(lim)(lim
11

xfxf
xx +− →→

=∵

.1)( 连续在故 =xxf

.),1()1,()( 连续在 +∞−−−∞∴ ∪xf

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



例24. ，取何值时当设 ba
x

bxaxxxf n

n

n
,,

1
lim)( 2

212

+
++

=
+

∞→

。上连续在 ),()( +∞−∞xf

解
1

lim)( 2

212

+
++

=
+

∞→ n

n

n x
bxaxxxf

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
++

−=
−−

>
<+

=

1
2

1

1
2

1
1||
1||2

xba

xba
xx
xbxax

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



即必须处连续即可
在只要，上连续在要使

,1
)(),()(

±=
+∞−∞

x
xfxf

)(lim)(lim)1(
11

xfxff
xx −+ →→

==

)(lim)(lim)1(
11

xfxff
xx −+ −→−→

==−

⎩
⎨
⎧

−=−
=+

1
1

ba
ba

即得：

1,0 == ba解得：

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



例25.
 

求
的间断点, 并判别其类型.

解:

)1)(1(
sin)1()(

−+
+

=
xxx

xxxf

)1)(1(
sin)1(lim

1 −+
+

−→ xxx
xx

x
1sin

2
1

=

x = –1 为第一类间断点

∞=
→

)(lim
1

xf
x

x = 1 为第二类间断点

,1)(lim
0

−=
+→

xf
x

,1)(lim
0

=
−→

xf
x

x = 0 为第一类间断点

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



例26. 求 的间断点, 并判别其类型.

解:

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

][)( xxxf =

，不是整数时0)1( x 则，设 10 +<< nxn
][lim)(lim

00

xxxf
xxxx →→

= nx ⋅= 0 )(][ 000 xfxx ==

.)( 0 连续在即 xxf
，是整数时0)2( x 则，设 nx =0

][lim)(lim
00 00

xxxf
xxxx +→+→

= nx ⋅= 0 )(][ 000 xfxx ==

][lim)(lim
00 00

xxxf
xxxx −→−→

= )1(0 −= nx

，时0)( =ni 00 =x )0(0)(lim
00

fxf
xx

==
−→

，时0)( ≠nii )1()(lim 000

−=
−→

nxxf
xx

)( 0xf≠

是非零整数时，0x∴ 。的第一类间断点是 )(xf



)1)((
)(

−−
−

=
xax
bexf

x

有无穷间断点

0=x 及可去间断点 ,1=x

解: 为无穷间断点,0=x∵

∞=
−−

−
→ )1)((

lim
0 xax

be x

x

所以

be
xax

xx −
−−

→

)1)((lim
0 b

a
−

=
1 0=

1,0 ≠= ba

为可去间断点 ,1=x∵
)1(

lim
1 −

−
∴

→ xx
be x

x
极限存在

0)(lim
1

=−
→

be x

x
eeb x

x
==

→1
lim

试确定常数
 

a 及
 

b .

例27
 

设函数

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



),( ∞+−∞ 内 ,

有yx , )()()( yfxfyxf +=+

若
 

f (x) 在 连续,0=x

解 )(lim
0

xxf
x

Δ+
→Δ

)]()([lim
0

xfxf
x

Δ+=
→Δ

)0()( fxf +=

)0( += xf

)(xf=

且对任意实数

证明
 

f (x) 对一切
 

x 都连续

例28
 

设
 

f(x) 定义在区间

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



例29

).()
2
1(]1,0[

,)1()0(,]1,0[)(

ξξξ ff

ffxf

=+∈

=

使得证明必有一点

且上连续在闭区间设

证明 ),()
2
1()( xfxfxF −+=令

.]
2
1,0[)( 上连续在则 xF

),0()
2
1()0( ffF −=∵ ),

2
1()1()

2
1( ffF −=

讨论: ,0)0( =F若 ,0=ξ则 );0()
2
10( ff =+

,0)
2
1( =F若 ,

2
1

=ξ则 );
2
1()

2
1

2
1( ff =+

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



则若 ,0)
2
1(,0)0( ≠≠ FF

=⋅ )
2
1()0( FF 2)]0()

2
1([ ff −− .0<

由零点定理知, .0)(,)
2
1,0( =∈∃ ξξ F使

.)()
2
1( 成立即 ξξ ff =+

综上, ,]1,0[]
2
1,0[ ⊂∈ξ必有一点

.)()
2
1( 成立使 ξξ ff =+

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



例30

).()
4
1(]1,0[

,)1()0(,]1,0[)(

ξξξ ff

ffxf

=+∈

=

使得证明必有一点

且上连续在闭区间设

证明 ),()
4
1()( xfxfxF −+=令 .]

4
3,0[)( 上连续在则 xF

反证，

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

，都有若对任何 0)(]
4
3,0[ ≠∈ xFx 上那么在 ]

4
3,0[

.0)(0)( <> xFxF 或必有 ，则不妨设 0)( >xF

,0)0()
4
1()0( >−= ffF ,0)

4
1()

2
1()

4
1( >−= ffF

,0)
2
1()

4
3()

2
1( >−= ffF ,0)

4
3()1()

4
3( >−= ffF

,)0()1( ff >从而 矛盾
).()

4
1( ξξ ff =+即,0)(]1,0[ =∈ ξξ F使得故存在



例31

).()1(

,]1,0[:
,)1()0(,]1,0[)(

ξξ

ξ

f
n

f

n
ffxf

=+

∈
=

使得必有一点对任何自然数证明
且上连续在闭区间设

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

证明：略。



例32

).()(
,]1,0[,)10(

,0)1()0(,]1,0[)(

ξξ
ξ

faf
aa

ffxf

=+
∈<<
==

使得
必有一点则对任意的实数

且上非负连续在设

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

证明 ),()()( xfaxfxF −+=令
)0()()0( fafF −=∴

)1()1()1( affaF −−=−

0)( ≥= af
0)1( ≤−−= af

,0)()0()1( == afF若 ；则取 0=ξ

,0)1()1()2( =−−=− afaF若 ；则取 ]1,0[1 ∈−= aξ

则若 ,0)1(,0)0()3( ≠−≠ aFF 0)1()0( <−⋅ aFF
,]1,0[]1,0[ ⊂− a而 .]1,0[)( 上连续在 axF −

).()( ξξ faf =+即
,0)()1,0( =∈ ξξ F使得故存在



例33

)].()(2)([
)1(

2)(

,),(
,,,1,),(,),()(

21 n

i

xnfxfxf
nn

f

ba
nibaxbaxf

+++
+

=

∈

=∈

"

"

ξ

ξ 使得证明：必存在一点
且内连续在设

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

证明： bxxxa n <<<<< "21不妨设
则并设 ,)}({min,)}({max iiii

xfmxfM ==

.)]()(2)([
)1(

2
21 Mxnfxfxf

nn
m n ≤+++

+
≤ "

，),(],[ 21 baxx ⊂∵ 连续在 ],[)( 21 xxxf∴

使得存在由介值定理， ,),(),( 21 baxx ⊂∈∴ ξ

)].()(2)([
)1(

2)( 21 nxnfxfxf
nn

f +++
+

= "ξ



证: 令 ,)(lim Axf
x

=
∞→

则给定 ,0,0 >∃> Xε 当 Xx >

时, 有 εε +<<− AxfA )(

又 ,],[)( XXCxf −∈ 根据有界性定理, 01 >∃M , 使

],[,)( 1 XXxMxf −∈≤
取

{ }1,,max MAAM εε −+=

则 ),(,)( ∞−∞∈≤ xMxf

)(xf 在 ),( ∞+−∞ 内连续, )(lim xf
x ∞→

存在,  则 )(xf 必在 ),( ∞+−∞ 内有界.

)(xf

X− X

A

1My

o x

例34
 

证明: 若
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例35

上取得最大值。在则

且上连续在设非负函数

),0[)(

,0)(lim,),0[)(

+∞

=+∞
+∞→

xf

xfxf
x

证: ,0)(),0[)1( ≡+∞ xf上，若在 结论成立。
,0)(),0[)2( 00 >+∞ xfx ，上存在若在 ,0)(lim =

+∞→
xf

x
∵

,0)( 0 >=∀∴ xfε ,0>∃ X 时当 Xx >

)(|0)(|)( 0xfxfxf =<−= ε

,],0[0 Xx ∈显然
,],0[)( 上连续在又 Xxf 上必取得在 ],0[)( Xxf

。所以 )( 0xfM ≥

，时而当 Xx > )()( 0xfxf <
。最大值 M

M≤

Mxf
x

=
+∞<≤

)}({max
0

故
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例 36：一个登山运动员从早上 7：00 开始攀登某座

山峰，在下午 7：00 到达山顶，第二天早上 7：00

再从山顶开始沿着上山的路下山，下午 7：00 到达

山脚。试用介值定理说明：这个运动员在这两天的

某一相同时刻经过登山路线的同一地点。 
 

解 o
• •

AaoA =||设

)(1 tlot 点的距离为登山者离开时刻，设上山过程中
)(2 tlot 点的距离为登山者离开时刻，设下山过程中

;)12(,0)0( 11 all ==则 ;0)12(,)0( 12 == lal
,)()()( 21 tltltf −=令 0)12(,0)0( >=<−= afaf

0)(, 00 =tft 使由零点存在定理，存在 ,)()( 0201 tltl =即
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例 37．对于函数 )( xf ，如果存在一点 c ，使得

ccf =)( ，则称c为 )( xf 的不动点。 

（1）作一个定义域和值域均为 ]1,0[ 的连续函数的图

形，并找出它的不动点。 

（2）利用介质定理证明：定义域为 ]1,0[ ，值域包含

于 ]1,0[ 的连续函数必定有不动点。 

解：
xy =

)(xfy =

ξ x

y

o

1

1

的交点与直线 xyxfy == )(
。的横坐标 ξ

是连，域和值域都是 )(]1,0[ xf
。续函数，此交点必存在

的定义只要 )(xf

如图，不动点即为曲线)1(

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



,]1,0[],[]10[)()2( ⊂BAxf 上连续，其值域为，在设
,)()( xxfxF −=令 ,]1,0[)( 上连续在则 xF

)0()0( fF =且 0≥≥ A
1)1()1( −= fF 01 ≤−≤ B

，中有一个为或）若（ 0)1()0( FFi
；或则不动点为 10

，均不为为和）若（ 0)1()0( FFii
，由零点存在定理 ,)1,0(∈ξ必存在

.)(,0)( ξξξ == fF 即使
即为不动点。ξ
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