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平面向量巧搭台“取值范围”唱好戏

——以近五年高考试题为例谈平面向量中“取值范围"问题的求解

朱贤良，付朝华
(安徽省枞阳县会宫中学246740)

向量具有几何形式(有向线段)与代数形

式(坐标)的“双重身份”，与几何和代数有着

密切的联系．在近几年的高考中，以平面向量

为背景的最值、取值范围等问题更是层出不

穷，此类问题综合性较强，同时体现了知识的

交汇整合，从而使平面向量成为联系不同数

学知识的“舞台”．本文以近5年高考试题为

例，总结平面向量中“取值范围”问题的求解

方法．

1函数关系。通性通法

这是求解“取值范围”问题的最普遍的方

法。而借助平面向量的运算合理建立函数关

系式是解题的关键一步．

例1(2011年高考辽宁卷·理10)若

口，b，c均为单位向量，且口·6=0，(4一c)·

(6一c)≤O，则I口+6一cI的最大值为( )．

(A)厄一1 (B)1 (C)厄 (D)2
解析由题意，

(4一c)·(6一c)

=口·6一(口+矗)·c+Icl
2

=1一(口+矗)·c≤0，

即 (4+6)·c≥1，

故 Ia+6一cI

一、／—(a—+—b—--—c—)z

=板F百百干而
≤1，

即(口+6)·c一1时，f口+6一cl的最大值为

1，正确选项为B．

点评借助向量的模长公式，求得l口+b

—cI是关于(口+6)·c的一次函数，最大值

容易求出．

例2(2013年高考浙江卷·理7)设

△ABC，Po是边AB上一定点，满足PoB=

÷AB，且对于边AB上任一点P，恒有商·
鼍

葡≥市·市，则( )．

(A)么ABC=90。 (B)么BAC=90。

(C)AB=AC (D)AC=BC

解析 如图l，设

AABC的三角A，B，C所

对的边分别为口，b，f，l商l
=z，则

商．霄
=商．(商+葡)
=商。+商．砣 图l

=z2一口cos B‘z，

其中z∈Eo，c]．因为

商．前≥市．市，
即当动点P运动到定点P。的位置时，即z

2{c时，二次函数
】殖·1雹=z2一口cos B·z(o≤z≤c)

取得最小值，所以

丑cos B 1丁。百“
2acos B=c。

2a×型；堡：c，
Ztic

即a=b，故正确选项为D．

点评 以I商I—z为自变量，借助数量
积的运算，建立函数关系式商·茏=z。一

万方数据



第33卷第6期2014年6月 数学教学研究 55

口COS B·z(o≤z≤c)，从而将商·砣≥
市·市转化为上述二次函数的最小值问
题．

例3 (2013年高考浙江卷·理17文

17)设P。，勃为单位向量，非零向量6=嬲。+

妒z，z，yER，若吼，霉z的夹角为詈，则饼的
最大值等于 ．

解析由题意

止丛： !兰!bl以丽开两
、l o七9七焉t了

当z=o时，惜-0；
当z≠O时，

埘： l兰I
f 6 1％／—x2_}_yZ_—}_4r虿xy
一．．．．．．．．．．．．．．．．!二．．．．．．．一扼F石玎
：．．．．．．．．————ji———．一厅=--丽T盯1-T
42．

综上，饼的最大值等于2·
点评 借助向量的模长公式，求得饼

●

是关于z，Y的二元函数，如何求此二元函数

的最大值是解题的一个难点．

例4(2010年高考全国I卷·理11文

11)已知圆O的半径为I，PA，PB为该圆的

两条切线，A，B为两切点，那么商·商的
最小值为( )．

(A)--4+Vr2 (B)一3+抠

(c)=4+2压 (D)--3+2厄
解析如图2，设

么AP{()=么BPO=8，

则商．商
=≯·COS 28。

而C05 20=1—2sin2口

． 2

2l一—xz+—1

一z2—1
z2+1’

雷2

故商·商=每；罱半，
其中x>O．令￡=z2+1，则

孩．商：!!二!独二堕

=t+÷_3'
其中t>1．显然，当t=4狐t，藏·商取得最
小值2厄一3，即正确选项为D．
点评如何选取合适自变量，如何建立

函数关系式是本题的关键所在．当然，也可以

选择角口为自变量．

2线性规划。求目标函数最值

将日标函数的表达式隐于平面向量的运

算之中，这是平面向量与线性规划的常见交

汇形式．

例5(2011年高考广东卷·理5文6)

已细平面直角坐标系xOy上的区域D由不

lo≤z划2，
等式组{y≤2， 给定．若M(x，y)为D上

【z≤√2y

的动点，点A的坐标为(厄，1)，则z一商·
蔬的最大值为( )．

(A)4应(B)3压(C)4 (D)3
解析 画出可行域

D如图3所示，而目标函

数z=砑讶·葫=屈+
y，将其化为y=一屈+
2．结合图形可知，当直线

Y=一以z+z经过点

，

‘＼． y乡／～
罗弋。
／

工=压j

图3

2

沂，2)时，截距z最大，即z=厄，y=2时，z
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的最大值为4，正确选项为C．

点评先根据数量积的运算求出目标函

数的表达式，再结合线性规划知识，由平移直

线法求得截距型目标函数z一√2z+Y的最

大值．

例6(2011年高考湖北卷·理8)已知

向量口一(z+z，3)，b一(2，Y—z)，且a上b．

若z，Y满足不等式l引+l Y I≤1，则z的取

值范围为( )．

(A)[一2，2] (B)[一2，3]

(C)[一3，2] (D)[一3，3]

解析由题知，

d·6—2(z+z)+3(y一名)

=2z+3y—z----0，

即目标函数为

z=2x+3y

jy=一号z+詈．
又不等式

I刮+I YI≤1

)

'''Z疑＼．
‘!邋形L-1

曰 二i’、、．

图4

表示的区域如图4所示，由平移直线法知，当

x=O，y=1时，z。。一3，当z=0，y一一1时，

z商。一一3．故确选项为D．

点评本题中，目标函数2的表达式隐

于“a上b”的关系中，平面向量与线性规划相

得益彰．

3基本不等式．巧思妙解

基本不等式法也是求函数最值的一种常

用方法，这种方法也可以和平面向量问题结

合起来．

例7 (2009年高考

安徽卷·理14)给定两个

长度为1的平面向量0吸

和甜，它们的夹角为
120。．如图5所示，点C在

以0为圆心的圆弧AB上
图5

变动，若砣一z葫+y葩，其中z，yER，则
z+y的最大值为——．
解析 因为

苟=z萌+y葡，
两边平方得

1=z2+y2--xy，

配方得

1=。2+y2一zy一(z+y)2—3xy，

由基本不等式有

zy≤(x+2 y)‘，
故1=(z+y)2—3xy

≥(z+y)2_3·(字)‘
一(z+y)2—
4

’

即 z+y≤2．

所以当z—y一1时，z+y取得最大值2．

点评 由向量的运算，将式子砣=z
萌+y茁两边平方后，从而将问题转化为
根据等式1=z2+y2--xy求X+3，的最大值

(一般用基本不等式进行求解)，此类问题在

近几年高考中出现比较频繁，比如：

1．(2010年高考浙江卷·文15)若正实

数z，Y满足2z+y+6一zy，则xy的最小值

是——；
2．(2010年高考重庆卷·理7)已知z>

0，y)0，z+2y+2zy=8，则z+23，的最小值

是( )．

(A)3 (B)4
(c’虿9 (D)瞿

3．(2011年高考浙江卷·文16)若实数

z，Y满足X2+y2+zy一1，则z+y的最大值

是——；
4．(2011年高考浙江卷·理16)设z，Y

为实数，若422+Y2+zy一1，则2z+Y的最

大值是 ．

例8 (2012年高考安徽卷·理14)若

平面向量a，b满足l 2a—bl≤3，则a·b的最

小值是 ．

解析建系，引入坐标求解．以a为x轴

的一个方向向量建立平面直角坐标系，设a

一(zl，O)，6一(z2，Y2)，则
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2口一6=(2x1--X2，一Y2)，

口‘b=xlz2．

由 12口一6I≤3，

得以瓦F乏了耳了隳3，
即 4z}+z；-4xlz2+舅≤9． (1)

结合基本不等式知识，有

4x}+z；≥一4xlz2，

当且仅当2x。=一z：时等号成立，故由(1)式

可得

9>，4x；+z；--4xlz2+y；

≥一8xlz2+奠

≥一8xlz2，
凸

即Xizz≥一专·
所以，当且仅当

f4zj+爱--4xlX2+胡一9，

．{2x12--X：2，

【Y2=O，

即

时。口·6取得最小值一÷．
O

点评从2012年安徽高考反馈情况来

看，本题难度较大，给考生带来了很大的障

碍，如何把条件“12口一bI≤3”与求解结论“a

·b的最小值”联系起来⋯⋯其实向量问题

的求解无非考虑是“形”(用有向线段表示向

量，结合图形进行运算)还是。数”(建系，用坐

标进行运算)，本题显然引入坐标更易突破难

点．当然。也可以任意建系，设口=(z。，y1)，b

一(zz，Y：)，后续思路同上，只是需要两次使

用基本不等式知识，读者可以一试．

4数形结合，以形助数

在求解取值范围问题时，数形结合，赋予

式子以几何意义，求解直观简洁I在进行平面

向量运算时，也可以尝试直接构造图形，化难

为易．

例9(2013年高考湖南卷·理6)已知

口，b是单位向量，口·b=0，若向量C满足

Ic一口一6I=l，则lcl的取值范围是( )．

(A)皈一1，厄+1]
(B)昕一1，厄+2]
(C)[1，拉+1]

(D)[1，厄+2]
解析 由于口，b是互相垂直的单位向

量。可以考虑建系处理．设口=(1，o)，6=(0，

1)，c一(z，y)，则

c一口一6=(z一1，了一1)，

ICI=以2％-7y．
因为Ic一口一参l一1，即

(z一1)2+(y一1)2=1，

即点(z，y)在圆

(z一1)2+(y一1)2=1

上运动，而

Icl=~／≯+3f2

表示点(工，y)与坐标原点间的距离．

如图6，当点(z，y)运

动至点A时，~／z2十7取

得最小值，为√2—1；当点

(o，3，)运动至点B时，

√歹干歹取得最大值，为

在+1．即I C I的取值范围 图6

是皈一l，扭+1]，正确选项为A．
点评本题建系后，将问题转化为在(z

—1)2+(y--1)2的条件下求以2+，的取值
范围问题，数形结合，借助式的几何意义求解

直观简洁．本题也可以不引入坐标，对条件式

lc一4—6l=1作两边平方处理，也可求解。

例10(2011年高考全国大纲卷·理

12)设向量口，b，c满足}口{=I bI=1，a·b=
1

一去，<a--c，b—c>一60。，则I cI的最大值等
厶

于( )．

(A)2 (B)√3 (C)√2 (D)1

3—4

，

一

3—2

O

=

=

II

瓤

勘

弛

或

，

3—2

3—4

一

c；

=

=

=

屯

屯

弛
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解析本题的难点在于对条件式<口一c，

6一c>一60。的处理上，不论是采用向量的夹

角公式，或是引入坐标，其运算量都非常大，

考虑直接构造图形求解．

设蔬一口，商=b，砣=c，则LAOB=
120。．分两种情况讨论：

(i)若点C在么AOB的开口区域内，如

图7，么ACB一60。，么AOB=120。，即有

么AOB+么ACB=180。，故A，B，C，D 4点

共圆．因此，当0C为圆的直径时，l cI最大，

此时么ocA=么0cB=60。．在△0AC中，

—二‰=—土丽--2，即IcI的最大值为2．sin／0(-气 sin 60。
’”7’。。”7“7、“77。‘

(H)若点C不在么AOB的开口区域内，

如图8，因为么AcB=60。，么AOB一120。，即

有么AOB=2ZACB，故点0为△ABC的外

心．因此，fcf=1为定值．

综上，I CI的最大值为2，正确选项为A．

图7 图8

点评本题以平面向量为背景，把题中

所给条件转化为图形语言是求解的难点所

在．上述思路运用运动变化的观点审视静止

问题，把数形结合的思想体现得淋漓尽致．

5多元运算。多而有序

数学试题中的多元运算问题往往是一个

难点，涉及的量多，容易使人思绪大乱．只有

理清头绪，方能多而不乱，多而有序．

例II(2013年高考重庆卷·理lO)在

平面上，商上蕊，l菌I=l蕊I=I，砷
=瓦莳+忑爵．若茚<{，则I蔬I的取值范

围是( )．

(A)(o，霉] (B)(辱，辱]

(c)(雩橱 (D)(譬，伺
解析本题涉及点、向量较多，不易寻找

解题的切人点．考虑到商上瓦蘸，不妨建系
一试．

如图9，分别以ABl，

AB。为z轴、了轴建立平

面直角坐标系．设B。(口，

0)，B2(0，b)，P(口，b)，

0(z，y)，则 图9I蔬l一以研
由l画l=l商l一1，得
f(x--a)2+y2=1，

Iz2+(y--b)2=1，

即{。(xy叫--a)。2：=，l。--yz．’ ㈣

又IO-Pl<丢，即

o≤(x-a)2+(y--b)2<÷．

结合(2)式，得

o≤1一z2+1一y2<寺，

即÷<z2+y2≤2，

故l O-Z I的取值范围是(辱，厄]，正确选项
为D．

点评本题中涉及的点有5个，题设中

直接提到的向量有7个，容易使人产生多而

杂乱的感觉，以致于无从下手．合理建系后，5

个点只涉及a，6，z，y 4个字母，这4个字母

满足3个关系式

[(x--a)2+y2=1，

Jz2+(y--b)2—1，

Io≤(x--a)2+(y--b)2<百1，
而目标是求出√歹干歹的取值范围．理清头
绪后，难题立破．

(收稿日期：2014。0卜12)
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