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特殊函数差分差商积分及函数正交性与

函数范数的Mizar实现研究

摘要

从定理自动证明的发展过程中产生和发展起来的Mizar系统，是用来构建

Mizar数学知识库的证明校验系统，也是一个数学定理证明工具。Mizar系统的逻

辑框架基于Ja§kowski自然演绎推理的古典逻辑。Mizar如今已经成为集逻辑证明、

校验、排版功能于一体的数学知识处理的形式化系统，拥有自己的数据库MML，

其中收录了一千多篇数学论文，几乎涵盖了数学科学的各个分支。

本文首先介绍了定理机器证明及Mizar系统的历史，其次对如何利用Mizar语

言完成数学论文和进行自动推理校验给出了简要的说明。本文主要研究了以Mizar

系统为平台，证明特殊函数的差分差商、特殊函数的积分和实现函数正交性与函

数范数。本文主要的创新点如下：．

1．完成了特殊函数的差分差商在Mizar系统中的实现；

2．根据特殊函数的微分公式及可积性，在Mizar中实现多种特殊函数的积分；

3．首次在Mizar中定义了函数的正交性与函数范数，并讨论了有关性质，应

用Mizar语言完成了相关定理的自动推理证明，并验证其正确性。

以上结果均通过Mizar系统的验证，被收录到最新的Mizar数据库(MML)中，

并发表于2008年和2009年的Formalized Mathematics。
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THE SPECIAL FUNCTION DIFFERENCE，

DIFFERENCE QUOTIENT,INTEGRALAND

ORTHOGONAL，NORM FUNCTION IN MIZAR

ABSTRACT

The Mizar project is created and develops with the development of automated

theorem proving which is a branch of artificial intelligence．Mizar is a proof checker

which is used in building Mizar Mathematical Library．111e original Mizar is designed

to help mathematicians write mathematical papers and it bases on the Ja童kowski s够le
of natural deduction．Today Mizar has become a formalization of mathematical

knowledge，with the function of proving，verifying and typesetting．Mizar system has a

large Mizar Mathematical Library,including more than one thousand articles，almost

covering all branches of mathematics．

Tllis dissertation describes the history of theorem automatic proving and Mizar
system and how to write articles in Mizar system．刀硷main work of the paper is
summarized as following：

1．Difference and difference quotient of some special functions are implemented

in Mizar system．
．

2．Based on differentials and integrability of special functions，several integrals

are presented andimplemented in Mizar system．

3．For the first time the orthogonality of functions and the norrll of functions ate

defined．In addition，the properties of related theorems ale verified in Mizar system．

The automatic reasoning and proving process related to the above aspects have

been completed and verified to be correct in Mizar system．

KEY WORDS：

quotient integral

Mizar automated theorem proving difference and difference
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1绪论

1．1定理机器证It乒l(Automated Theorem Proving)的历史及研究现状

数学不但是整个人类文化的重要组成部分，而且始终是推进人类文明的重要

力量[1】。数学是对现实世界数与形的最简洁有效的描述，也是高新技术的理论基

础，是联系科学与技术的纽带。数学具有表达精确，论证严谨的特点，其主要形

式是数值计算和定理证明[2】。

电子计算机是人脑的延伸，它的飞速发展为人类实现脑力劳动的机械化创造

了物质条件。实现脑力劳动的机械化，将使科研工作者摆脱繁重的甚至是人力难

以胜任的工作，为在科学和高新技术方面进行更高层次的创新性研究提供有力的

工具，进而提高我国知识创新的效率。实现数学的机械化是实现脑力劳动机械化

的理论基础。数学机械化理论和方法的建立，是深层次的知识创新，将极大地推

动相关学科的发展。数学机械化研究，不仅为数学的发展提出了一种战略构想，

也将为我国信息技术的创新发挥重要作用。

数学机械化又称为机械化方法或机器证明，就是将数学的主要内容转换为计

算机可接受的形式并利用计算机强大的计算功能解决数学与高新技术中的基础

理论问题。主要是实现数值计算和定理证明的机械化。目前，定理机器证明是数

学机械化研究的重点，同时也在人工智能的发展中有着举足轻重的影响。定理机

器证明(ATP：Automated Theorem Proving)就是把一系列定理(这一系列定理可能

可数，也可能不可数)当作一个整体加以考虑，建立一种统一而且确定的程序，

使得此系列中的每一个定理，只要按照这个程序机械地、按部就班地一步一步进

行下去，经过有限步后就可从数学命题的假设推断出数学命题的结论是否为真。

这种统一的、确定的方法称为定理证明的机械化方法[3】。事实上，定理机器证明

的实质就是把具有智能特点的推理演绎过程机械化。

．用机械方法证明数学定理的构想是从十七世纪时期的数学家笛卡儿与莱布尼

茨开始的。笛卡儿的解析几何学建立了几何的代数化，将无章可循的几何定理的

证明按一定的步骤化为代数形式进行解决，为几何定理机器证明提供了简明的方

法，也为几何问题的证明方法走上机械化道路奠定了基础。德国著名的数学家莱

布尼兹通过对逻辑的研究，设计并制造出能做乘法的计算器，进而萌发了设计万

能语言和造一台能自动检验数学命题正确性的通用机器_推理机器的构想。尽
管他的这一宏伟设想，由于当时条件的限制而未能实现；但对后来兴起的布尔代

数和数理逻辑却起到了促进和完善作用，。正是沿着这一方向，通过人们的努力，
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才形成了定理机器证明的逻辑方法。十九世纪末，希尔伯特(Hilbert)等人创立并发

展了数理逻辑，又为机器证明定理提供了理论和方法。

二十世纪三十年代，法国数学家贺布兰特(Herbrand)从数理逻辑角度奠定

了机器证明机械化的理论基础，为人工智能的开发提供了条件。到了四十年代，

电子计算机的问世为数学定理机器证明提供了设备条件，机器证明开始崛起。波

兰的著名逻辑学家、数学家塔斯基(A．Tarski)在1948年的经典著作《初等代数

和几何的判定法》中，证明了计算机可以判断所有初等代数和初等几何范围内的

定理证明，并且给出了机器证明的具体方法，这为人类开始机器证明方面的可行

性研究树立了信心。五十年代中期，美国开始尝试利用计算机来证明数学定理。

1956年可算为人类历史上计算机证明以至于人工智能研究的开端，美国卡尔基大

学——兰德公司协作组的成员纽厄尔、西蒙和肖乌等人通过研究证明定理的心理

过程，创建了机器证明的启发式搜索法，编制了一个“逻辑理论机”程序(简称

LT)，成功证明了罗素(B．A．W．Russell)和淮特海(A．N．Whitehead)所著的《数

学原理》第二章52条定理中的38条。这是机器证明史上第一项奠基性的突破。

五十年代末，美籍华人、美国洛克菲勒大学的数理逻辑学家、著名教授王浩

发明了王浩算法，．使得机器证明开始规范化。1 959年，他在IBM704计算机上仅仅

用了9分钟就证明了罗素(B．A．W．Russell)和淮特海(A．N．Whitehead)所著的《数

学原理》中的三百五十多个命题，并明确地提出了“走向数学的机械化"的口号，

他是数学史上的第一人，当时就在数学与数理逻辑界引起轰动。1965年，美国数

学家鲁宾逊(J．A．Robinson)提出了“归结原理"，这是用逻辑方法证明数学定理

的一个重要进展[4】。到七十年代，机器证明获得重大的新进展。1976年美国伊利

诺斯大学的哈肯(w．Haken)、科奇(J．K0e11)和阿佩尔(K．Appel)在三台高速

计算机上花了一千二百小时，完成了构造可约构形的不可避免集的工作，证明了

一百二十四年未能解决的“四色问题"(德国数学家麦比乌斯于1840年提出了著

名的四色猜想：“如果只用四种颜色能否对球面上或平面上的任何地图着色。”)。

这表明利用计算机把人类思维中的逻辑推理能力推进到前所未有的高度的可能

性。

七十年代，我国也参与到数学机械化这个新兴领域魄研究中，并作出了巨大

的贡献。1977年，我国著名数学家吴文俊院士在《中国科学》上发表了《初等几

何判定问题与机械化证明》一文，文中提出了几何定理的机器证明的新方法，从

而揭开了机器证明几何定理的新的一页。他首次在计算机上证明了一大批很不简

单的初等几何定理，开创了从公理化到机械化的新路，在国际上被誉为“吴方法"，

在吴方法的影响下，美国等十几个国家的数学家、科学家先后发表了数百篇这方

面的论文【5】。。1985年，吴文俊院士的《关于代数方程组的零点》的发表标志着求．
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解多项式方程组的吴文俊消元法(或“吴方法’’)正式建立。与国际上流行的代数

理想论不同，吴文俊明确提出了具有中国特色的、以多项式零点集为基本点的学

术路线。“吴方法”的确立与广泛应用，复兴了国际数学机械化的研究。

我国许多的数学家在吴文俊数学机械化思想方法的启示下，在数学机械化领

域也作出了很多卓有成效的工作。1999年，我国数学家杨路创立了降维算法，并

研发出实现这种算法的数学软件。他用这种软件证明了两千多个不等式，这是几

何定理机械化证明领域的又一重大突破。2000年，张景中院士研制出第三代智能

数学平台软件，又称为‘‘Z+Z”智能教育平台，开创了世界智能性数学教学软件的

先河。

如今，随着数学机械化研究的深入发展，人们已经可以根据机械化方法创建

各种机器语言来编制程序，并能在计算机上进行证明。短短几十年内，这一理论

不仅在不等式的机器证明、几何定理的机器证明、微分几何、方程组求解、力学、

理论物理等新领域得到成功的应用，而且也为信息处理、曲匝造型、数控技术、

机器人学、计算机图形与视觉等高科技领域提供了有力工具，并取得了一系列优

秀成果。近年来上述理论又对三角函数、双曲函数等超越函数公式实现了机械化

的定理证明。同时在集合论、分析拓扑学以及递归函数等方面都使机器证明获得

了成功的应用。所以，随着电子计算机运行速度的不断提高，以及计算机证明理

论研究的逐步深入，将会开辟机器证明的新时代。机器证明实现了用计算机来完

成数学命题的证明，成为数学机械化研究的一个重要组成部分，是现代人工智能

发展的一个重要方向。

迄今为止，全世界已有三百多种可以用来进行定理机器证明的语言系统[61，

其中有十五种数学定理证明系统受到大多数专家及北美数学知识管理组织

(MKM)协会的认可，比如Automath系统【7】、Mizar系统[8，9】、NuPRL系统[10】

和Theorema系统【11]等。这些语言系统各自的创建初衷不同，却有着一个共同的

特征，就是人类使用机器语言来书写、计算、推理和证明文本性质的数学问题，

并使用计算机来验证其正确性。近年来，ACL2[12]和PVS[13】也越来越受人们的

关注。荷兰著名的数学家F．Wiedijk在"Comparingmathematical provers”[14]中主

要从它们知识库的大小、逻辑性表示的强弱和自动智能的水平三个方面比较

Mizar，PVS，Alfa／Agda，ACL2，HOL，Coq，Otter／Ivy，Lego，Metarnath，Theorema，

NuPRL、Isabelle／Isar、PhoX、IMPS、f2mega这十五个数学定理机器证明系统。

此外还比较了十五个证明系统的数学化程度和自动化水平。F．Wiedijk于2006年在
“The Seventeen Provers of the World" 【15】中又增．加了B Method系统(由

Dominique CansellglJ建)和Minlog系统(由Helmut Schwkhtenberg创建)这两个重

要的数学定理证明系统。在以上十七个系统中，HOL、Mizar、NuPRL、B Method、

3
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PVS、Coq、Isabelle／Isar、IMPS、MiIdog这9个系统均需要庞大的数学领域知识库

的支持。由此可以看出，数学定理的机器证明需要有庞大的数学知识库来支持。

其中，Mizar具有庞大的数学领域知识库Mizar Mathematical Library(简称MML)。

1．2 Mizar系统的历史和发展现状

Mizar系统是一个利用计算机把所要处理的项目进行形式化的系统。它是由

波兰华沙大学的教授Andrzej Trybulec组织的Mizar协会领导[1-6】的，到目前为止

已经有三十多年的发展历史。最初的Mizar系统并不是用来书写和推证数学定理

证明，而是为了利用创建的一个软件环境来帮助数学家们撰写和验证数学论文，

因此发展的软件环境一般是用来书写传统的数学论文的，古典数学与集合理论也

就相应的成为软件环境发展的基础【17】。

如今的Mizar系统是一个用来构建Mizar数学知识库的自动推理校验系统，拥

有庞大的数学数据库(Mizar Mathematical Library，简称MML)，同时此数学数据库

也是期刊Formalized Mathematics的on．1ine版本，在互联网上即可随时查阅。

1973年’11月14日在波兰华沙大学图书馆学和科学信息学院的一次研讨会

上，Mizar系统第一次由And=ej Trybulec教授完整地提出来。他提出了设计建立

一种可以用来撰写数学论文的计算机语言与它的可实现性，并提出此语言在功能

上的特点【18】： =

1．能够进行存储和编译，即所写文章可以存储于计算机中，并可将其翻译

成数学语言。

2．语言简洁易懂，格式匀称整齐。

3．具备支撑整个数学领域自动化信息系统的基本要素。

4．可检测错误、查证参考文献、删除多余重复定理。

5．可根据有关定理的证明进行一般的教学活动。

6．自动排版的实现。
’

在Mizar系统发展的初期，专家们更注重系统语言的编辑功能，而并非系统

的证明校验功能。1974年秋天。由Andrzej Trybulec、KrzysztofLebkowski和Roman

Matuszewski设计的用于谓词演算验证的ODRA．1204系统是第一个可以运行的

Mizar系统。尽管当时的系统十分脆弱，而且运行时间较长，但最终还是实现了

完全正确的语义结构和语法分析。

1975年6月，Andrzej Trybulec教授第一次以文字的形式展示了他所创建的机

器证明语言——-Mizar语言，并于同年11月发表了一篇关于Mizar-PC的文章。文中

介绍了可以用J矧(owski’自然演绎推理方法撰写，用逻辑谓词验算的Mizar语言的

证明过程。那时的Mizar系统已经可以用(蛐⋯鱼世)、(proof⋯end)、(⋯虹⋯)、
4
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(丛⋯)、蚀擎⋯or—hen—ce⋯)这样的语义词来编写下面这样的证明过程了。
垫里!墨
《lp 3乓’A‘q)q，3‘p 3 r'

proof
●■■●■■■●■■一坐 A： Ip)哪A t鹰3譬’ ；

—the—n-：p≥q；
c：q)z丝A；
丝 p；塑 q堕B；
塾竺登!竺 r垒呈c

@11匹
●●■●■■一
end
■●■●■■一

之后，在华沙大学的两个学院，Mizar-PC被应用于命题逻辑课程的教学中。

1977年，Mizar系统的发展进程虽然艰难，但仍然完成了由Mizar-PC到

Mizar-QC／1204(QCOPQuantifier Calculus的缩写)的进化，并实现了系统发展成

为Mizar-QC／6000的目标。Mizar系统已经可以完成部分简单定理的证明，如关于

集合的交、并、补和格论中的偏序集的定理等，并开始研究几何学定理的证明。

1978年，Mizar系统在语义与语法上做了大量地充实、改进。在语义方面定义

了谓词、结构、预声明、绝对相等的概念，系统升级为Mizar-MS(即Multi Sorted

的缩写)，很多命题已不再需要讨论就能完成系统的自行验证了

1978—1979年，在Stanistaw穸．ukowski，Czeslaw Bylifiski，Andrzcj Trybulec，

Roman Mamszewski，Piotr Rudnicki， El之bieta Ramm， Edmund Woronowicz七位

教授的努力下，Mizar系统实现了Mizar-FC的升级。

1981年，Mizar系统升级为Mizar-2阶段。为了使文章的内容更加规范、清晰，

Mizar文章中出现了环境部部分。Mizar系统在IBM、和UNIX和ODRA．1305(ICL

1900)等多种不同的机器上试验运行，充分验证了Mizar语法的正确性及逻辑的合

理性。

1 982年，Mizar-MSE(Multi．Sorted predicate calculus with Equality的缩写)阶

段的Mizar系统升级成功，此系统次年8月的华沙国际数学家会议上深受瞩目。同

年，系统接着完成了至UMizar-3(Mizar-2的扩充版本)的进_步完善。Mizar系统

在1983～1984年和1986～1988年分别实现了Mizar-HPF和Mizar-4两次重大的突破。

现今所用版本就是由Mizar-4(Mizar-3的再次升级)演化而来的[19】。

1988—1989年是Mizar系统蜕变的重要时期。1988年，Mizar-4被称之为

PC．Mizar，并在PC机上成功运行。1 989年初，Mizar数学数据库Mizar Mathematical

Library(MML)开始正式使用。其中，第一篇标准的Mizar文章于1月6日被收录

于MML中。同年4—5月，Trybulec教授在加拿大的艾特蒙顿开始了新一篇Mizar文

章的撰写，并着手将Mizar系统中加入跫撂，$11强YMizar文章的可读性。随着Mizar

数据库的不断扩大，Mizar系统也在进行更新升级。1990年，Mizar系统的文本期
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刊((Formalized Mathematics))开始正式出版发行。1995—1997年，{Formalized

Mathematics))得到美国OfficeofNaval Research的资金支持[19】。到2000年，Mizar

数学百科全书问世。第二年，Mizar协会的教授Grzegorz Bancerek将MML Query

增加到Mizar系统中，作为在语义方面进行问题查询的浏览工具。2002年，Mizar

数学百科全书EMM(Encyclopedia ofMathematics in Mizar)完成【19】。如今，Mizar

系统已经升级为7．11．0l版本，MML中也已收录了一千余篇文章，二万多个数学定

义，四十多万条数学定理[20】。
’

1．3课题研究的目的和意义

本课题的研究是建立在对数学定理的机器证明和数学定理自动推理系统

Mizar及其语义、语法的深刻理解之上的，在Mizar系统中利用其语言及庞大的数

学数据库(MML)，对特殊函数差分差商、特殊函数积分、函数正交性与函数范

数做进一步研究和应用。通过对数学机械化与Mizar系统的探索研究，为分析学、

规划论、数值逼近等方面问题在Mizar系统中的解决实现奠定理论与实践基础。

从定理自动证明的发展过程中产生和发展起来的Mizar系统，是一个既可撰写

数学文章又可对其进行检验的软件，绝大多数数学学科中的问题都能用Mizar语言

来证明。除了本身重要之外，Mizar系统还为研究广泛领域的机械化数学和数学机

械化研究提供了新方法、新工具、新思路。日本数学家和计算机科学专家Ya：tsuka

Nakamura教授利用Mizar系统的自动推理完成了Jordan曲线定理的证明，并应用在

人工智能方面，使得Mizar参与实现了微型机器人、音像识别系统、自动化控制、

数字信号传输等多方面的成果研究。

现在的Mizar系统已经从单独定理证明发展到多学科多方面的交叉应用，其发

展主要包括以下内容：

1．Mizar语言的开发；

2．Mizar数据库的扩充；

3．Mizar自动推理能力的提高；

4．Mizar翻译形式的多样化处理。

通过对这些方面的研究与完善，Mizar语言的理解能力逐步提升，MML的知

识储备得到扩充，Mizar系统的逻辑推理和校验纠错的能力得到增强，翻译机制更

加完善，与其他机器证明工具的交叉研究和相互转化不断加强。Mizar的发展需要

庞大的数学领域知识库(MML)支持，数学学科的发展也将推动数学定理机器证

明系统——Mizar的发展。随着社会进步与计算机信息产业的发展，Mizar系统将

会在更多领域得到应用。

6
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1．4课题研究的主要内容

Mizar系统从1989年建立以来，成功的完成了多次升级，同时数据库Mizar

Mathematical Library(MML)也不断进行着充实和改进。Mizar数据库MM膨及
到数学领域中的多个学科，如数学分析、代数学、几何学、拓扑学、数论、图论、

集合论等。但关于特殊函数差分差商、特殊函数积分及函数正交性与函数范数方

面的定理鲜有涉及。

本文的主要内容如下：

1．基于Mizar中差分差商的定义与性质，完成一次函数、二次函数j反比例

函数、三角函数等特殊函数的差分差商在Mizar系统中的实现。

l 2．根据指数函数、三角函数、幂函数、双曲函数、无理函数、反三角函数

等特殊函数的微分公式及可积性，运用牛顿莱布尼茨公式，在Mizar系统中实现多

种特殊函数的积分。

3．为了实现以p(x)=1为权函数时函数正交性的Mizar推理，首先在Mizar系

统中定义了内积，并论证了其性质。再使用Mizar语言给出函数正交性与函数范数

的定义，并描述了其性质，同时完成以上内容的Mizar系统证明。

本文主要通过研究特殊函数差分差商、特殊函数积分及函数正交性与函数范

数，完成相关定理的Mizar论证，并实现有关数学理论的Mizar转化。
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2 Mizar语言

2．1 Mizar语言

Mizar语言是一种数学逻辑推理演绎的计算机语言，它包括英文字母、数字和

各类标号在内的ASCII码，这些基本符号是依据常用的数学符号与一般的ASCII

码相结合的原则来定义的。Mizar语言是计算机可编译、人类可识别的一种程序化

语言。其主要按如下学科分类[2l】：数的集合、集合论、一般函数(或关系)、算术

运算、特殊常量、复数及基本函数、极限和序YU(级数)、逻辑、微积分、几何学、

概率、向量和矩阵。

常用的Mizar语言词汇和基本的语法句型主要有：reserve(数据属性预声明)、

let(“任意取定"词)、consider(“存在取定"词)、reconsider⋯as⋯(数据属性转

换词)、for⋯holds⋯(全称命题)、implies(直接推导词)、suppose(分类讨论引

导词)、assume(假设词)、given(存在条件引导词)、now⋯thus⋯(扩散陈述

命题)、such that与st(条件引导词)、then(因果连接词)、by(简单依据引导词)、

from(结构依据引导词)、thus与hence(结论引导词)等等。

任何一个命题大多是由这些词语连接命题的表述和证明的。语法词汇也基本

蕴含在各个具体的证明方法中，如分类讨论法、数学归纳法、反证法、同一性证

明法等等。

2．2 Mizar文章结构

Mizar3之章是使用Mizari吾言进行定义、计算、推理演绎以及数学定理证明而

形成的文章，利用Mizar系统提供的软件可以在计算机上对其进行检验和优化。通

过系统验证准确无误的Mizar论文将被发表在期刊杂志{FormalizedMathematics>>

上，并收录至lJMizar数学数据库(MML)中。每一篇Mizar文章都是文本文件，可以

在任何一个文本编辑软件中进行编写编辑。Mizar文章包括两部分——环境部(the

environment)与正文部分(main section)。环境部以“environ”开始，以分号结束。

正文部分以“begin"开始，以分号结束。若正文部分的内容较多，还可根据需要

用“begin”将正文部分分成几个小专题，每一个小专题都同样以begin开始，以分

号结束(如图2．1所示)。
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： environ ：

{The environ section； ；

； begin {

!The main section l； ；

{begin i

；Themain section2； i’

： ·⋯⋯·⋯·⋯⋯ ：

i i b啦 i
{Themain sectionn： i

图2．1 Mizar文章的一般结构

Fig．2-1 the flame ofMizar articles

环境部(“environ’’部分)主要对论文中所引用的词汇、符号、定理、初定

义及结构的出处进行声明(如图2-2所示)。“vocabularies"部分是文章引用的词

汇列表，同时也表明了算符词汇的运算优先级，如数学运算符的优先级就是通过

文章名排列的先后顺序体现出来的。这就意味着作者可以使用数据库里已定义好

的数百个词汇，也可以根据需要自己定义新的词汇。“signature”部分(包括

notations，constructors，registrations，requirements四部分)通知Mizar处理器这篇

文章可以使用此处列出的文章里的符号。任一篇文章都可以根据需要，使用词汇

列表中的词汇来生成各种形式的新的Mizar表达式。“definitions"、“theorems"和

“schemes’’就是告诉Mizar处理器可以使用这些列表文章中的定义、定理和模式
世
霄0 ．

在Mizar文章中若要使用系统中已存在的定义或定理，必须将定义或定理的出

处分别添加到环境部的相应分类中。如果在文章中定义了新概念、新符号或新结

构等，同样需要将本篇文章的缩写名写入环境部中相应的位置。缩写名可由自己

命名，便于在Mizar系统中的调用与检验。

9
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·⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯．．
词汇 {Voca：bul撕cs q，a2，⋯，％； ；

辄二{
notations

：C0nStruCtorS

!registrations

{requirements

{definitiollS

{theorems

；schemes

6l，be，⋯，％；

cl，c2，⋯，吒；

4，吃，⋯，dB；

et，e2，⋯'气；

Z，以，⋯，丘；

＆，92，⋯，gn7；

啊，吃，⋯，k；

图2-2环境部引用分类词汇

Fig．2-2 the vocabulary ofenvironment

其中aI，嚷，⋯，‰，⋯，噍，吃，⋯，吃。，表示被引用的Mizar文章名。

Mizar文章的正文部分一般包含以下几个模块：

1．预声明模块。用来声明变量(标识符)的类型。

2．定义模块。用来定义或者重新定义Mizar的语法构造，包括functions(数

学算子的构造)、predicates(公式构造)和modes(类型构造)等。

3．结构定义模块。用来定义新结构。一个由各种域构成的实体就是一个结

构。

4．定理的证明。用来对数学命题进行证明。借助Mizar语言编写的数学命题

通过验证无误后即可被其它定理或文章引用。

5．辅助信息。包含了一些本篇文章可以使用的引论或引理，但这些内容不

会被收录到数据库中，其它文章也不能引用。

Mizar文章的正文部分主要由定义definitions$l】定理theorems构成。定理的证明

以“proof"开头，以“end；”结束，．二者成对出现。如果证明过程中需要证明一

些小命题，那么这些小命题的证明也采取同样的格式，如图2．3：

lO
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图2．3定理证明的一般结构

Fig．2-3 the frame ofthe demonstration

特别说明：Mizar文章中，“：：’’(双冒号)表示对问题的评论，检验系统不对

其后内容的正确性与合理性进行验证。“@”是免检符号，放在“proof"前，表

示校验系统对该“proof"和与它成对出现的“end”之间的证明过程不予检验，

默认是正确的。 二

2．3 Mizar语言的基本表达符号与基本语法词汇

2．3．1 Mizar语言的基本表达符号

Mizar语言中的符号基于纯粹的数学符号，这些符号的英文表述和一般的

ASCII字符相结合来进行定义与编写。举例如下表：

普通数学命题中 V 3 > < ≠ n U ∈ a C §●- —- ●一

的逻辑符号
●

() C= ifrMizar语言系统中 for eX >-- <． <> 八 ＼／ in

的逻辑符号

耙．1普通数学命题和Mizar语言系统中的逻辑符号

；2．3．2 Mizar语言的基本语法词汇

Mizar语言中的语法包括定义、证明和撰写一篇Mizar文章的必要组成。下面

按Mizar文章的正文部分撰写的～般顺序做一下介绍。
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1、数据属性预声明reserve

在标志文章正文部分开始的“begin”之后，变量首先要用reserve声明数据类

型后才能使用。例如： ．

begin

reserve Z for set；

reserve X，Y for Real；

reserve ffor PartFtmc of REAL,REAL；

用reserve做了如上的声明，Mizar系统在处理论文时候，就会默认z为集合，

X，Y为实数，f为实数域到实数域上的函数。而对于正文部分没有预先声明的变量，

每次引用或提及时都要格外指明，否则Mizar系统不承认其存在的合理性。例如：
}

ex m being Element ofNAT st m>n by XREAL 1：3；

因为m没有在reserve中预先声明数据类型，所以每次提及时需要说明being

Element ofNAT(自然数集的元素)。

2、推导词implies

implies用于定理的表述，是条件与结论之间的连接词。如：AjB可表示为

Aimplies B

这里不要求A、B间有直接的因果关系。

3、全称命题for⋯holds⋯

(1)一般的定理表述

forX being set holds A(x)(任给X，能推出A(X))

(2)含条件的定理表述

for X being set st B(x)holds A(x)(任给x，满足B(x)，能推出A(x))

(3)含存在性的定理表述

forX being set st B(x)holds ex Y st A(x，y)(任给X，满足B(X)，可以推出存在Y，使得

A(x，y)成立)。

4、假设词assunle

assume用于引入命题条件，后面紧接假设条件的表述。例如：

assume x in dora f(假设x在啪定义域中)。

5、简单依据引导词by和结构依据引导词from

在Mizar系统中，任何命题的推导都要有严格的结论依据，一般情况下直接结

论依据由by引导。这些依据可以是已收录于Mizar数据库的文章中的定义或定理

(收录在MML中的文章，系统会自动生成后缀为．abs的论文摘要，摘要中包含着

论文中出现的定义和定理；并自动给每个定义和定理自动排序，生成便于系统校

验和读者查阅的ASCII码简写名)，也可以是正在书写论文中的已证明成立的命
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题。例如：

assumeAl：X inX；

A2：X C'-Y．

x in Y by A1：A2，TARSKI：def3；

by引导此命题推导的依据，其中Al，A2为Mizar论文中的标号，指代着文

章中成立或证明过的命题，为本地引用；还有一个依据为TARSKI：def3，为数据

库引用，即引用了TARSKI这篇文章中的第三个定义。

from同by的功能一致，区别在于from引导的结论依据必须是结构模式

scheme。例如：

consider sl such that for n holds s1．n=F(n)from SEQ_l：sch l
}

此论述依据的是SEQ_1文章中的结构模式sch l，故用from弓l导。

6、因果连接词then、结论引导词thus和含因果关系的结论引导词hence

then相当于连接词“所以”，用来连接两个有直接因果关系的命题。thus用来

引导命题结论，thus以上是对命题的论证部分，其后紧跟着成立的结论。而hence

是then与thus的合成词，兼具有then和thus的功能(数学运算模拟为：hence=then+

thus)，用于推出完整性结论。例如：

A1：A=B；

A2：B=C；

thusA=C byAl，A2；

如果用hence，上述证明语句也可以如下表示：

A1：A=B；

B三C；

henceA=C byAl；

7、条件引导词such that和st

条件引导词用来引导假设或命题中提及的变量所满足的条件，在定义定理的

表述中用st形式，在命题的证明过程中用such that形式。

8、“任意取定”词let和“存在取定”词consider

在Mizar语言中表示取定意思的词汇有两个：let和consider。let÷_般用在全称

命题“for⋯holds⋯"的证明过程中，与for弓l导的条件命题相对应，表示在满足

假设条件的变量中，任意取定一个证明论证，侧重于由任意性推导命题成立。

consider与“exj!，引导的条件命题相对应，是针对存在性的条件命题进行的假设，

侧重于取定事实存在的某个变量，借助其满足的条件推导命题成立。

9、数据属牲转换reconsider⋯as．．．

在论文的书写中，改变变量的数据类型是不可避免的。晶consider．．．as⋯用来

改变数据类型。例如：
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reconsider yl=Y as Real by⋯

此旬中用新的变量y1代替Y，实现了变量Y的属性到Real的转变。

10、分类讨论引导词case

Mizar中针对需要分类讨论的问题，先给出分类的合理说明，然后对每一

种具体情况，使用case来分别引导进行推理证明，再综合所有分情况讨论得到

最终结论的成立。

ll、存在条件引用词given

given引导存在性假设条件，是now和consider的合成词，兼有假设(now)

和取定(consider)i两个词的意思，数学运算模拟可表示为：given--now+consider。

例如：

theorem(ex x st A【x])implies for Y st B[y】holds C【y】

proof

given x such that A[x]； ：：given弓I导存在性假设条件1X X st A[x】
’let y； ：：let与命题表述中for引导的条件相对应

assunle B[y】；

thus C【y】；

end；

12、扩散陈述命题now⋯thus⋯

以now开始扩散陈述命题的证明方法，一般要求now之前没有then、thus或

hence等词语，另外在命题证明结束时thus后跟的结论必须明确写出，不能用thesis

替代。例如：

now

assumeA；

take x；

：⋯．． ≥即证明了命题：A implies es X st B

thus B； ：：B指代的结论需完整表述，两不能用thesis代替

end；

2．4 Mizar系统的证明方法

Mizar是基于Ja§kowski自然演绎推理的古典逻辑构建而成的，拥有符合古典

逻辑推理的基本证明方法。

14
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2．4．1一般表述与证明格式

Mizar语言中对一般命题的表述与传统数学语言的命题陈述类似，主要分为七

种命题：

1、简单命题

theorem P[X】 ：：P[X]是关于X的一个命题

proof
⋯●●●

thus P[X】；

end；

2、与命题(＆)

theorem P[X】&Q【Ⅵ

proof

thus P【X】；

thus Q【Y】；

end；

3、推导命题(implies)

theorem P[X】implies Q[X】

proof

assume P[X】；

thus Q[X】；

end；

4、等价命题(iff)

theorem P[X】iff Q[X】
proof

thus P[X]implies Q[X】；

thus Q[X】implies P[X】；
end；

或者

theorem P[X]iff Q[X】

proof

。hereby，

assume p[X】；
⋯⋯

’

thus Q[X]；

：：P[X]是关-]z x的一个命题3
：：Q[Ⅵ是关于Y的一个命题

：：P[X】jQ[X】

：：P【X】§Q【X】
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end； ：：这个end与hereby相对应，成对出现
assume Q[X】；

thus P[X】；

end；

5、或命题(or)

theorem P[X]or Q[X】

proof

assume not P[X]；
●⋯●●

thus Q[X】；

end；

6、全称命题(for⋯holds⋯)

theorem for X being set holds P[X】

proof

letXbe set；

thusP[X】；

end；

7、存在命题(ex⋯st⋯)

theorem ex X bemg set st P[X】

proof

takeX；

thus P【X】；

end；

2，4．2基本证明方法

1、直接法

直接法即从命题的条件出发，通过正确合理的推导过程得出命题的结论。如

命题“若a，则b”：

aimpliesb

proof

assume a；

thusb；

hence thesis；

：：a是条件

：：证明b成立

16
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end；

2、反证法

反证法，又称矛盾法、无理法，即假设命题结论的否命题成立，通过正确合

理的推导过程，得出矛盾。“contradiction”的使用是反证法的标志。如命题“若a，

则b"：

aimpliesb

proof

assume哆

assume not b； ：：假设非b成立

thus contradiction； ：：证明矛盾，说明a与非b不能同时成立

end；

2．4．3特殊命题的证明方法

1、证明与命题

拆分法，就是将命题拆成多个小命题，通过对小命题逐个证明，以完成整个

命题的正确性证明。如命题“a＆b&c"：

a&b&C

proof

thusa；

‘thus b；

thusc；

end；

2、证明等价命题·

双向法，就是将等价命题看作“左推右"和“右推左”两个方向的单命题，

再顺次(先左到右，后右到左)采用基本方法中的直接法或反证法进行推理证明。

如命题“a iffb一，其中蕴含两个命题“a implies b’’和“b implies a”：

aiffb

proof

assame a；

thusb： ：：直接法证明a-->b
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assume b；

thus a； ：：证明b_>a，因此a《》b

end；

3、证明或命题

单一否定法，就是否定其一的结论，通过合理推理，完成肯定另一个命题的

证明。

如命题“a or b”：

a or b

proof

assume not a；

thusb；

end；

或者a or b

proof

assume that A：not a and B：not b；

thus contradiction；

end；

4、证明存在性命题

对于命题的存在性证明，

exx stP[x】

proof

L：P[a】；

take a；

：：直接法证明a或b

：：无理法证明a或b

一般用“take"作总结证明。如命题“exx StP【x】"：

：：至此证明了口，满足P(口)

：：取a，即可thus thesis．by L；

end；

实际上，在Mizar中所遇到的定理的表述往往是以上几种的综合，所以定理

的证明也是多种证明方法的综合。

2．5 Mizar语言中的定义(Definition)

Mizari吾言系统中，对定义的要求十分严格，定义不但要严密合理，而且要分

·类明确。Mizar语言中的定义主要包括模式定义(modes)、谓词定义@redicates)、算

：限5(．(fuctors)、属性定义(attributes)、c'luster定Y．、结构定义(stIuctIlres)。对于不

18
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同分类的定义，系统对是否需要从存在性和一致性两方面给出逻辑证明做出了确

切规定，如表2-2所示【22】，“O"表示需要证明，无“O"表示无须证明。

Existence Uniqueness

Mode(模式) o

Pred(谓词)

Functor(算子) O o

Attr(属性)

Cluster o o

未．2-2定义证明分类

有新定义的Mizar文章都要建立一个从属文章的词汇文档，该文档与文章同

名，且以．VOC为后缀。收录在MML的文章中的所有新定义都会被收录到词汇数据

库中(．VOC文件)，因此新定义的术语不能与Mizar数据库中已存在的数学术语重

复。对于不同类型的定义，词汇文档的书写形式也是不同的。在新定义的符号或

术语前面，需用一个大写字母表明其类型，具体表示见表2．3122]。

Symbols(代表字母) Things that ale defined(定义类型)

M Mode(模式)

O Functor(算子)

R Predicate(谓词)

K Left functor bracket(左括号)
，

L Right functor bracket(右括号)

G Structure(结构)

U Selector(函子)

V． Attribute(属性)

VOC文件的创建规则及顺序是：首先填写表示类型的一个大写字母，其后紧接

新定义的词汇名，它们之间不可添加空格或其他字符。特别地，对于新定义的算

子，在类型字母O加新定义词汇名后，还可添加空格和1 N255之间的一个数字，

这样添加后的数字表示运算优先级，若缺省则表示优先级为64：下表2-4是Mizar

文章FUNCT 1的词汇表——FUNCT 1．VOC，在函数正交性与函：数范数的Mizar实

现中将举例说明其他类型的定义方式。

19
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&2-4 FUNCT 1．VOC的创建形式

2．6 Mizar系统的逻辑推理检验及优化命令

对于Mizar论文书写过程中出现的错误，Mizar系统不但用不同的错误标号将

其标识，而且在论文的最后对错误出现的原因给出解释，从而便于作者及时发现

与修正。下面介绍一下Mizar系统检验论文的常用命令。

1-mizf 检查推理过程正确与否。(在文章撰写过程中随时都可运行mizf

命令，以校验Mizar论文表达或逻辑推理的正确性，是论文书写过程中使用频率最

高的命令。)

2．errflag 错误显示命令。通知Mizar系统对论文出现的错误添加标记。

3．notepad 用记事本方式将论文打开。

4．1istvoc 显示某篇文章的词汇文件。

5．checkovc查找数学术语或符号的出处。

此外在论文完成之后，可运行Mizar系统自带的其他命令程序对文章进行完善

和优化。主要有以下八个命令：

1．relprem 检验文章中多余的引用

2．ehklab 检验文章中多余的标号

3．inacc 检验文章中多余的论证步骤

4．trivdemo 检验文章中多余的证明过程

5．relinfer 检验文章证明过程中可简化的步骤，合并繁琐的表达

6．reliters 检验文章中多余的运算步骤

7．irrvoc 检验环境部中多余的词汇

8．imhs 检验环境部中多余的定理

其中，irrvoc命令与mizf命令交替运行，可以完成对环境部中notations和

constructors两部分的检验。另外，imhs命令也可优化环境部中theorems和schemes

部分的内容。以上8个优化命令必须与错误显示命令errflag交替运行，才能完成检

验过程。

20



青岛科技大学研究生学位论文

2．7 Mizar语言系统的更新升级

Mizar语言系统和数学数据库的版本在不断的更新升级，最新的版本可以在官

方网站：http：Hwww．mizar．org／S阳http：／／markun．cs．shinshu-u．ac．jp／／p州z州上查找
得到。
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3特殊函数差分差商的Mizar实现

Mizar系统既能完成推理研究与证明，也具有一般的计算功能，特殊函数差

分差商的Mizar实现就很好的体现了这一点。

在Mizar数据库(MML)中，差分、差商的定义与相关性质已经基本完备，

但没有研究分析特殊函数的差分差商，也没有给出其公式。本章主要研究如何将

以上内容以Mizar系统表述和推证。

3．1特殊函数的差分差商

函数的有限差分差商在运筹学、数值分析、概率统计和计算机软件等科学中

被广泛地应用，例如：微分方程的数值解法、曲线的数值拟合、动力控制、数字

图像处理等等[23]。本章只选取部分定理给出Mizar表述和证明方法。所有的证明

收录于MML中的DIFF 2．miz[24】中，发表于2008年的Mizar期刊Formalized

Mathematics。

3．2特殊函数差分差商i錾JMizar实现‘

Mizar系统中，已经包含差分、低阶差商的概念与相关性质。在此基础上，

通过近一步分析研究，可以给出特殊函数的差分与差商公式。

3．2．1特殊函数差分差商的环境部设置与变量声明

Mizar论文的开始是环境部，在论文撰写初期，不能确定环境部出现的文章是

否需要引用，所以刚开始建立的环境部并不是完全固定的，要根据情况对其进行

添加或删减。在此给出论文撰写完毕后环境部的最终形式，如下：

environ
’

vocabularies INCPROJ，ARYTM-1，SEQM_3，SEQ_l，FUNCT_l，ARYTM 3，

SQUARE_I，SIN_COS，DIFF一1，ARYTM，RELAT一1，JGRAPH__2，SIN_COS4，

VALUED_0；

notations SQUARE_I，ORDINALl，XCMPLX_0，ZFMISC_1，REAL 1，

NAT-1，NUMBERS，FUNCT_l，FUNCT 2，VALUED_l，SEQ_1，SEQFUNC：

RELAT．1，SIN_COS，DIFF_1，XREAL_0，VALUED_0，JORDAN 1 6，SIN_COS4，

FDIFF_9； ，

’

constructors SQUARE_1，REAL 1，NAT_l，DIFF．1，PARTFUNl，
1

PARTFUN3，SIN_COS，SIN_COS4，JORDANl6，SEQl，FDIFF_9，SEQFUNC；
registrations XREAL-_0，RELSET 1，MEMBERED，FUNCT_2，NUMBERS，
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VALUED_0，VALUED_l；

requirements NUMERALS，SUBSET,BOOLE，ARITHM；

正文部分以“begin”开始，接着声明文章中需要使用变量的数据类型，如下：

begin

reserve h，xO，xl，x2,x3,x，a，b，c，k，y,z for Real，

f for Function ofREAL，REAL；

3．2．2特殊函数差分差商的Mizar表述与实现

我们将讨论的特殊函数有：一次函数、二次函数、反比例函数、三角函数类。

下面举例说明。

一次函数形式为

厂(z)=戤+6

在Mizar系统中此函数用AffineMap(a,b)表示，其向前差分公式表述为：

theorem．．DIFF一2：24
如r x．holds fD(AffineMap(a,b)，h)．X=a宰h；

“theorem”后的“：：DIFF一2：24’’表示此定理被收录于文章DIFF 2．miz[24]，

是文章中的第24个定理。定理中的x为任意实数，仍表示向前差分，h表示步

长，掌表示乘号。以下bD表示向后差分，cD表示中心差分。

向后差分公式表述为：

theorem：：DIFF 2：25

for X holds bD(AffineMap(a,b),h)．x=a宰h：

中心差分公式表述为：

theorem：：DIFF_2：26
for x holds cD(AffmeMap(a,b),h)。x=a％；

一阶差商公式表述为

theorem．．DIFF一2：21
xO<>xl implies[!AffineMap(a，b)，xO，xl!】．=a；

二阶差商公式表述为：

theorem．：DIFF一2：22

i x0,xl，x2 are_mutually_different implies[!AffineMap(a，b)，xO，xl，)【2f】=o；

这里变量xO，x1，x2互不相等用x0,xl,x2 are_nflutually_different表示。



三阶差商公式表述为：

theorem．．DIFF一2：23

x0，x1，x2，x3 aremutually_different

implies[!AffmeMap(a,b)，x0，xl，x2，x3 1】：o；

一次函数差分差商在Mizar论文中的表述为[24】：

(24) For删名holds(tD(AfllneMap(a．啦，1))扛)一tl·h．
《25)For every z holds(bD(．MlineMap(a。6)．^1)(z)一dt一^。

《26)For o；,ea3"z holds(cD(A融eMap(a．6)，|11))往)一D·『1．
《21)lf知≠zl?then A(AffmeMap(a，姑翔，魏1一口．
(22) lf知，z1．娩are mutually different，t啦i!AfilneMap(o_．6)。茹D，zl，,T2 1】一

0．
‘

(23) Ifz廿．zl，勋．Z3 Bre mutually different。then：!AEmeMap(a．b)。跏。zl，却。茹3 1】一
0．

二次函数形式为

f(x1=默2+缸+C

向前差分公式表述为：

theorem．．DIFF一2：3 1

(for x holds f．x=a*x^2+b幸x+c)

implies forX holds fD(f,h)．X=2木a奉h*x+a‰A2+b宰h；

x^2表示x的平方。

向后差分公式表述为：

theorem：：DIFF一2：32

(for X holds f．x=a宰x^2+b木x+c)

implies for X holds bD(f,h)．X=2*a木h宰X·a地^2+b％；

中心差分公式表述为：

theorem：：DIFF-2：33

(for x holds f．x=a*x^2+b幸X+C)implies

for X holds cD(f,h)．x=2*a木h宰x+bⅦ；

一阶差商公式表述为：

．theorem．．DIFF一2：27
’

：

：(for x holds f．x=a*x^轴枣x+c)
&x0<>xl implies[!f,x0，xl!】一a木(xO+X1)+b；
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二阶差商公式表述为：

theorem：：DIFF-2：28

(for x holds f．x=a*x^2+b宰x+c)

&xO，xlo【2 are_mutually_different implies【!f,xO，x1，X2l】：a；

三阶差商公式表述为：

theorem：：DIF耻：29
(for x holds f．x=a*x^2+b宰x+c)

&x0，xl，x2．x3 are_mutually different implies【!f,xO，xl，x2，x3 1]=0；

二次函数差分差商在Mizar论文中的表述为[24】：

(31) If for eVe零z holds f(x)暑口·z2+西·z+岛then for e、】,ery￡holds
(m(f．托))(z)暑2·n·h-z 4-at·h2+b·h．

(32) If for o哪z hol如，位)皇口·z2+b·z+c．then for every z holds
(bD(f．九))(￡)一(2·n·h·z一△·h2j+6·h．

(33) If for every卫holds f扛)一口·22+6-芷+e。then for e、灌ry z holds
(eD(f!哪)f?)一2·n·h·z+b-h， ．

f27)IfforeyeD,2hol凼，忸)一D·一+6·x4-cmad跏≠工1．then△(，，跏．2"1)=
口·(xo+z1)+6．

‘

(2基) lf for every z holds f(z)=n-z2+b·2+c and锄．zl，勋are mutually
different。then’!，．20．z1．z21】=t D．

(29{ If for eve硭"z holds f(x)掌n·一+b·￡十c and铂，zl，X2．卫3 are mutually
differmlt．then。!，。Xo．瓤．X2．勰!{2 0．

反比例函数形式为

=么

向前差分公式表述为：

theorem．：DIFF一2：38

(for x holds f．x=k／x&xo田&x+hG'o)

implies for X holds∞(e蛐．x=(-k％)“(x+h)宰x)；

向后差分公式表述为：

theorem-．DIFF一2：39

(for x holds fx=k／x&x◇O&x-h<>0)

implies for xholds bD(f,h)．x=(一妒h)／((x．h)掌x)；

中心差分公式表述为：



特殊函数差分差商积分及函数正交性与函数范数的Mizar实现研究

theorem．．DIFF一2：40

(for X holds￡x=k／x&x+h／2<>O&x-h／2<◇O)

implies for x holds cD(f,h)．x=(-k木h)／((X-h／2)宰(x+h／2))；

一阶差商公式表述为：

theorem．．DIFF一2：34

(for x holds f．x=k／x)&x0<>xl&X0<>O&xl<>O

implies【!Gx0．xl!】=一k／(x0奉x1)；

二阶差商公式表述为：

theorem．．DIFF一2：35

(for x holds f．x=k／x)&xO<>O＆xl<>O＆x2<>O

&xO，x1，x2 aremutually_different implies【!f,x0，xl，x21】-k／(x0木xl宰x2)；

三阶差商公式表述为：

theorem．：DIFF一2：36

(for x holds f．x=It／x)&xO◇0&xl<>O&x2<>O&x3<>O
＆xO，x l，x2，x3 are_mutually_different

implies【!f,xO,x l，x2一x3 1]--k／(x0宰x l宰x2宰x3)；

反比例函数差分差商在Mizar论文中的表述为[241：

(3勘 lf for eyeD'z holds f(z1=睾mad z≠0 mad z+h≠0，then for e唧z
holds(m(f．态)j(z)一畜-鬲k,墨h． 。

(39) If for every z holds，红)=善and z≠0 and z—h≠0．then for every z

holds(bD(f。|『1))(z)一莨--习k隋．h．
(40) If for骶ry z holds，盘)一妻mad z÷骞≠0 and z一璺≠0，then for
every z holds(cD(f!起))(z)一茸虿-k乏．h甭·

：34)If for every z holds f(z)一篓and zo笋趣and勘≠0 and 2l≠0，then

a(f，翻，01)穹一矗．
(35) lf for every z holds，征)篁；k-and跏≠0 mad zi≠0 andz2笋0 and劫：
zl·勖8托mutu8dly differentt then：g蠲．21．幻习=忐．
(36)Suppose for e、嘲嗲z holds f(x)一耋and铂≠0 and zl≠0 and
z2≠0 and?3≠0 and zo，z1．272，X3瞅mutually different．Then

挈，．21B，茹l。≈·劫譬=一荔=点西百．

三角函数类，以函数

为例。其向前差分公式表述为：

Y2 slnx
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theorem：：DIFF 2：42

for X holds fD(sin，h)．X=2"(cos((2宰x+h)／2)木sin(h／2))；

向后差分公式表述为：

theorem：：DIFF 2：43

for x holds bD(sin，h)．X=2"(cos((2宰x-h)／2)宰sin(h／2))；

中心差分公式表述为：

theorem：：DIFF-2：44

for x holds cD(sin,h)．X=2宰(cos(x)毒sin(h／2))；

l

一阶差商公式表述为：

theorem：：DIFF-2：41

【lsin，x0，xl!】=2*cos((x0+x1)／2)宰sin((x0-x1)／2)／(xO-x1)；

函数Y=sinx差分差商在Mizar论文中的表述为[24]：

(42) For every z holds(fD(the fimction sin．九))(j)暑2·(oo苣f掣)·s．嫩停j)．
(4a)For ever}-f holds(bD(the function sin!h))fz)一2·(cosf垫学)·s幻(鲁))．
{44)For every z holds(eD(the fimction sin。危))(1)一2·(COSX·盔n(鲁))．

(41)A(the funetion sim20．21)。丝簧鍪喾是．
以上特殊函数的差分差商讨论及逻辑证明过程参见文章DIFF 21241。

3．2．3特殊函数差分差商的Mizar证明

以特殊函数

厂(力=sin2XCOSX

为例，讨论其差分差商在Mizar中是如何实现的。

Mizar中函数

f(x)=sin2 XCOSX

用sin(#)sin(#)eos来表示，此函数的向前差分定理表述如下：

theorem：．DIFF一2：62

for x holds fD(sin(#)sin(#)cos，h)．x

=(1／2)宰(sin((6幸x+3幸h)／2)宰sin(3幸h／2)一sin((2幸x+h)／2)毒sin(h／2))；

根据MML中已有的向前差分定义，完成其Mizar实现的推理如下：

proof
’

let x：

set)，：3宰x；

27
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set z=3宰h；

ID(sin(#)sin(#)cos，h)．X

=(sin(扔sin@)cos)．(x+h)一(sin(#)sin(#)cos)．x

：：> ★4

．=((siIl饼)sin)．(xHl))簟(cos．(x+h))·(sin饼)sin@)cos)．X

：：> ★4

．=(1／4)幸(-cos((x+h)+(x+h)-(x+h))+cos((x+h卜(x+h)-(x+h))

+cos((x+h)+(x+h)-(x+h))-cos((x+h)+(X+h)+(x+h)))-sin(x)·sin(x)宰COS(X)

’11> ★4

．=(1／4)·(-2宰(sin((2·x+h)／2)宰sin(h／2)))

一(1／4)宰(一2幸(sin((y+z+y)／2)宰sin((y+z-y)／2)))；

：：> ★4

hence thesis；

：：> ★4

end；

为了使证明过程简洁，我们令y=3x，z=3h。而¨4"则表示在Mizar系统中

运行验证命令mizf后，检测有错，结论缺少依据。

经修改完善，最终此定理在Mizar中实现的完整证明过程如下：

proof

letx；

set y=3宰x；

set z=3％；

fD(sin(#)sin(#)cos，h)．X=(sin鳓sin(柳cos)．(X+h)
-(sin(样)sin(撑)cos)．X坠Y旦IEE l；王

．=((sin(#)sin)．(x+h))车(cos．(x+11))

-(sin(#)sin(#)cos)．X坠Y坠L型基Q．!；主
．=(sin．(x+h))宰(sin．(x+h))宰(cos．(x+h))

-(sin(撑)Sin(撑)cos)。X bY坠L堕量Q!：§
．三(sin．(x计1))幸(sin．(x+h))宰(cos．(x+h))

．'“sin饼)sin)．x)宰(cos．x)bY逝L望至Q l；主
．=sin(x+h)宰sin(x+h)宰cos(x+h1

-sin(x)宰sin(x)宰cos(x)by坠巡基旦l：5
．=(1／4)·(一cos((xHl)+(x+h)-(x+h))+cos((x+h)+(x+h)-(x+11))

+Cos((x+h)+(x+h)-(x+h))-cos((x+h)+(x+h)+(x+h)))
一sin(x)宰sin(x)宰COS(X)．by SIN COS4：38．

．=(1／4)·(cos(x+h)·cos(3木(x+h)))·(1／4)·(-cos(x+x-x)
‘

+cos(x+x—x)+cos(x+x—x)-cos(x+x+x))b—y SIN—COS4：3—8

．=(1／4)幸(cos(x+h)一cos(x))-(1／4)宰(cos(3奉(x+h))-cos(3宰x))
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．=(i／4)木(一2宰(sill((x+h+X)／2)宰sin((x+h-x)／2)))

-(1／4)木(cos(3宰(X+h))·cos(3掌x))1by SIN COS4：22

．=(1／4)幸(一2幸(s缸(2幸x+h)／2)幸sin(h／2)))

一(1／4)气一2}(sin((y+z+y)／2)木sin((y+z-y)／2)))12y SIN COS4：22．

．=(1／2)宰(sin((6宰x+3幸h)／2)事sin(3幸h／2))．(1／2)幸((sin((2幸x+11)／2)木sin(h／2)))；

hence thesis；

end；

Mizar中每一步的推导都需要由by(或纳m)引导的定义、定理或前面推导成

立的结论，共同作为命题成立的依据。上述证明过程中DIFF 1：3表示Mizar论文

DIFF 1．miz里面的定理3，vALUED 1：5表示Mizar论文、，AL、砸D 1．miz里面的定理

5，SIN COS4：38表示Mizar论文SIN COS4．mJz里面的定理38，SIN COS4：22表示

Mizar论文SIN COS4．miz里面的定理22。

同理，函数

f(x)=sin2 XCOSX

的向后差分定理表述及证明过程如下：

theorem．．DIFF一2：63
for X holds bD(sin(#)sin(#)cos，h)．x

-．--(1／2)宰(sin((6宰X-3木h)／2)木sin(3宰h／2))一(1／2)宰(sin((2幸x·h)／2)幸sin(h／2))；

proof

letx：

set y=3幸x；

set z=-3奉h：

bD(sin(#)sin(#)cos，h)．X=(sin@)sm@)cos)．X

一(sin@)sin(#)eos)．(x-h)by DIFF一1：4

．=((sin待)sin)．x)宰(cos．x)

一(sin@)sin(#)cos)．(x—h)by VALUED_1：5

．=(sin．x)宰(sin．x)·(cos．x)

一(sin(#)sin(#)cos)．(x—h)by VALUED一1：5
．=(sin．x)木(sin．x)毒(cos．x)

一((sin(彬sin)．(x-h))幸(cos．(x-h))by VALUED_1：5

．=sin(x)木sin(x)幸cos(x)

-sin(x．h)木sin(x—h)木cos(x—h)by VALUED_1：5

．=(1／4)宰(一cos(x+x-x)+eos(x+x—x)+cos(x+x-x)-cos“+x+X))

‘-sin(k-h)幸sin(x-h)宰cos(x-h)by SIN—COS4：38

．=0／4)宰(cos(x)-cos(3幸x))一0／4)宰(一cos((x-h)+(X．h)一(x—h))

十cos((x-h)+(x-h)一(x-h))+cos((x-h)+(x．h)·(x-h))

一cos((x-h)+(x-h)+(x-h)))by SIN—COS4：38
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end；

．=(1／4)宰(cos(x)-cos(x．h))一(1／4)丰(cos(3幸x)一cos(3木(X—h)))

．=(1／4)宰(一2·(sin((x+(x-h))／2)幸sin((x-(x．h))／2)))

-(1／4)水(cos(3木x)-eos(3·(X-h)))by SIN_COS4：22

．=(1／4)·(12宰(sin((2幸X—h)／2)奉sin(h／2)))一(1／4)幸(·2宰(sin((y+(y—z))／2)掌

sin((y-(y-z))／2)))by SIN_COS4：22

．=(1／2)木(sin((6宰X一3宰h)／2)宰sin(3幸h／2))

-(1／2)书(sin((2宰x-h)／2)宰sin(h／2))；

hence thesis；

函数

f(x)=sin2 XCOSX

的中心差分定理表述及证明过程如下：

theorem．．DIFF一2：64
for x holdS cD(sin(#)sin(#)cos，h)．X

=一(1／2)·(sin(x)宰sin(h／2))+(1／2)枣(sin(3宰x)幸sin(3牢11／2))；

proof

letx；

set y=3奉x；

set z=3地；

cD(sin(#)sin(#)cos，h)．X=(sin(#)sin(#)cos)．(x+h／2)

一(sin(#)sin(#)cos)．(x—h／2)by DIFF一1：5

．=((sm饼)sin)．(x计∥2))搴(cos．(x+l沈))

-(sin(#)sin(#)cos)．(x—h／2)by VALUED_1：5

．=(sin．(x+l比))木(sin．(xH比))幸(cos．(x+h／2))

-(sin(#)sin(≠})cos)．(X·h／2)byVALUED_1：5

．=(sin．(x+ll／2))木(sin．(x计l／2))宰(cos．(x+h／2))

-((sin(撑)§in)．(X—h／2))幸(cos．(x-h／2))by VALUED_1：5

．=sin(x+h／2)宰sin(x+h／2)幸cos(x+h／2)

一sin(x·h／2)幸sin(x—li／2)宰COS(X-h／2)by VALUED一1：5

．=(1／4)宰(一cos((x+ll／2)+(X+胧)一(x+h／2))+cos((x+耽)+(x+№)-(x+h／2))
+cos((x+h／2)+(x+h／2)-(x+ll／2))一cos((x+h／2)+(x+h／2)+(x*以)))

一sin(x—h／2)木sin(x-h／2)宰cos(x—h／2、by SIN_COS4：38

．=(1／4)’‘‘(cos(x+h／2)-cos(3木(x+h／2)))

-(1／4)幸(-cos((x—h／2)+(x·h／2)-(x—h／2))+cos((x-h／2)+(x．rh／2)

-(X-b．／2))+cos((x-h／2)+(x—h／2)一(x-h／2)) ．

一cos((x·11／2)吖x—h／2)+(x·re2)))by SiN—COS4：38

．=(1／4)宰(cos(x+h／2)-cos(x-h／2))-(1／4)木(cos(3木(x+ll／2))一cos(3奉(x-h／2)))

30
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．=(1／4)宰(一2宰(sin(((x+肌)+(x—h／2))／2)木sin(((x+h／2)一(x-h／2))／2)))
-(1／4)木(cos(3幸(x+h／2))一cos(3幸(x·re2)))by SIN—COS4：22

．=(1／4)幸(-2宰(sin(x)宰sin(h／2)))一(1／4)木(一2宰(sin(((y+z／2)+(y-z／2))／2)

·siIl(((夕+z／2)一(y-z／2))／2)))by SIN—COS4：22

．=一(i／2)宰(sin(x)幸sin(h／2))+(1／2)木(sin(3卑x)宰sin(3宰Ⅳ2))；

hence thesis；

end；

根据MML中已有的差商定义，函数

f(x)=sin2 XCOSX

的一阶差商定理表述及证明过程如下：

theorem．．DIFF一2：6
1

[!sin(#)sin(#)cos,x0，x l!】

=-(112)幸(sin(3奎(xl+x0)／2)幸sin(3幸(xl·xO)／2)

+sin((x0+x1)／2)宰sin((xO-x1)／2))／(xO-x1)；

proof

setY=3*x0；

set z=3*xl；

【!sin(#)sin(：#)cos—x0，xl!】=(((sin滞)sin)．xO)木(cos．xO)

一(sin(≠})sin(撑)cos)．x1)／(x0一x 1)by VALUED_1：5

．=((sin．xO)幸(sin．xO)木(cos。xO)

一(sin(#)sin(群)cos)．x1)／(xO·x 1)by VALUED_1：5

．-((sin．xO)木(sin．xO)幸(cos．xO)

一((sin(牟)sin)．x 1)宰(cos．x 1))／(xO—x1)by VALUED一1：5
．_(sin(x0)车sin(xO)车cos(xO)

‘一sin(x1)宰sin(x1)木cos(x1))／(xO—x1)by VALUED一1：5

．=((1／4)幸(-cos(x0+x0-xO)+cos(xO+xO—xO)+cos(xO+xO-xO)-cos(x0+x0+x0))

一sin(x1)难sin(x1)宰cos(x1)y(xO-x1)by SIN—COS4：38

．=“1／4)宰(cos(xO)一cos(3宰x0))一(1／4)

幸(-cos(xl+xl—x1)+cos(xl+Xl—x1)+cos(xl+xl-x1)

-COS(XI"I xI-l x1)))／(X0一x1)by SIN_COS4：38

．=((1饵)宰(cos(xO)-cos(x1))+(1／4)幸(cos(z)一cos(y)))／(xO-x1)

．=((1／4)幸(一2幸(sin((x0+x1)／2)宰sin((xO—x1)／2)))

+(1／4)木(cos(z)-cos(y)))／(x0-x1)by SIN—COS4：22

．=((114)宰(-2幸(sin((xO+x1)／2)木sin((x0-x1)／2)))+(1／4)

·(-2木(sin((z+y)／2)木sin((z-y)／2))))／(xO—x1)by SIN—COS4：22

．=(-(1／2)宰(sin(3幸(x1+xO)／2)幸sin(3宰(Xl-x0)／2)

+sin((x0+x1)／2)木sin((x0一x 1)／2)))／(x0一x 1)；

hence thesis by XCMPLX 1：1 88；
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end；

其中xO，xl是任意实数，滞)表示函数的乘积。

函数

，(，)=sill2XCOSX

的向前差分、向后差分、中心差分及一阶差商公式在Mizar论文中的表述为[24】：

f621 Letgh,en?，TbenftD((thefunction sin)(thefunction sin)(thefunction

c隔)，吣)讧)蕾{抽．m(曼2毒盐)，s|n(警卜血‘生手A}札(％”
(63)Let日ⅢThen(bD((thehmctioasin)(thefunction sin)(thefunction
c06】^))牡)；{仁In(!!笋土)sin(警))一{0酬鼍=苎)·殖n(舢

(641 Form'etyz holdsfeD((thefunetlon s蛐(theftmction 81n)(thefunction

cos】．^))扛)。一}·(sinz·s．n(莹1)4-{·(sin(3·2)‘越n(警))．
(611 △(“he fimet‰sin)(the funet沁siuj(the缸[Ict沁n o嘴1，￡m乱1=

一±垒坚兰!刍亡型地!兰坚兰兰型兰逢；墨型兰芒!；．

3．3 Mizar实现的最终形式

一篇Mi搿文章撰写完成后，经过第二章第六节中所有校验命令的检测后都没
有出错的文章就是Mizar系统中的最终表现形式了，DIFF_2mlz经mlzf最终检测

后，结果见图3-1：

图3-1 DIFF-2仙2的检验结果

F堰3·1The result ofDIFF_2miz
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mizf在检验逻辑推理过程之前，先检验文章环境部的设置和基本的语法问题，

标明出错的个数和位置，便于查找修改。DOS下对DIFF 2．miz的检验结果显示：

环境部中包含8部分，全文共1472行，Mizar系统检验总耗时25秒钟。在Parser、

Analyzer和Checker--部分均显示没有错误，证明文章语法合理、证明正确。

另外，Formalized Mathematics中的文本形式也是特殊函数差分差商的Mizar

实现形式之--[24】。

3．4成果出处

本文关于特殊函数差分差商的Mizar实现结果收录在Mizar版本Mizar version：

7．8．06 4．91．994中。
’
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4特殊函数积分fl勺Mizar实现

积分学与微分学联系密切，共同组成了分析学的一个分支——馓积分学[25】。

积分学主要研究积分的性质与计算，而积分公式在自然科学与技术科学中的应用

是基础，起到了重要作用。不定积分是求导的逆运算，定积分则是某种特殊和式

的极限。牛顿一莱布尼茨公式不仅为定积分计算提供了一个有效的方法，而且在

理论上把定积分与不定积分联系了起来[26】。

定理【25】：若函数厂在【口，b】上连续，且存在原函数F，即F。G)=f(x)

XE【口，6】，则厂在【口，6】上可积，且

e／G域=F(6)一F(a)

这称为牛顿一莱布尼茨公式。此公式常写成

f几协=，G)I商一F(x)l脚
在Mizar中积分也有着重要的意义。本章通过Mizar中的定义、定理以及相关

的微分公式实现积分公式的Mizar论证。

4．1积分公式

我们基于德国数学家Fritz Chemnitius教授编写的《微积分特例》[27]，从书中

多个特殊函数及其复合的积分公式，选取了部分具有代表性的函数，在Mizar中论

证了它们的积分公式，完成了这些积分公式的Mizar实现。本章只选取部分定理给

出证明方法和Mizar表述的说明，所有的证明分为2个部分，收录于MML中的

INTEGRA9．miz[28]、INTEGRl 1．miz[29]两篇文章中，发表于2009年的Mizar期刊

Forma眈edMathematics。

4．2函数积分的Mizar实现

正如加法有其逆运算减法，乘法有其逆运算除法_．样，微分法也有它的逆运

算——积分法。Mizar中特殊函数的积分建立在原函数微分的基础上，所以对于

Mizar中积分公式的证明，先运用函数的运算法则和微分法则推导出原函数的微

分公式，再利用原函数的微分和牛顿一莱布尼茨公式推导被积函数的积分公式。

4．2．1特殊函数积分的环境部设置与变量声明

Mizar论文撰写完毕后环境部的最终形式如下：
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environ

vocabularies ARYTM，RELAT 1，FUNCT l，ARYTM 1．JGRAPH 2，SEQ 1，

SIN COS，INTEGRAl，FDIFF l，BOOLE，SQUARE l，ARYTM 3，

ORDINAL2，RCOMP l，PREPOWER，I。声汀TICES，SIN COS2，PRE TOPC，

PARTFUNl，TAYLOR l，FINSEQ l，SIN COS4，SIN COS6，SIN COS9，

SUBSET l：

notations TARSKI，XBOOLE O，SEO l，SIN COS，SUBSET l，NUMBERS，

VALUED l，NA=r 1，X)(I也AL 0，REAL 1，RELAT l，RELSET l，

PARTFUNl。PARTFUN2，RCOMP l，RFUNCT l，PSCOMP 1，INTEGRAl，

FCONT l。SQUARE l，烈TEGRA5，PREPOWER，TAYU3R l，FDIFF l。

JORDANl 6，SE0 2，SIN COS2，FDIFF 9，SIN COS6，SIN COS9，BINOP 2；

constructors SIN COS，1’AYLOR l，SE0 l，REAL l，FDIFF l，FCONT 1，

PSCOMP l，B戳OP 2，SOUARE l，PREPOWER，INTEGRA5，JORDANl6，

SIN COS2，SEQ 4，SIN COS9，PARTFUNl，PARTFUN2，FUNCT l，

RCOMP l，REL玎l，SIN COS6，RFUNCT l，VALlJED l，FDIFF 9，

SIN COS4，LIMFUNCl，NAT l，POWER；

registrationsVALUED l，NAT l，XBooLE 0，NUMBERS，MEMBERED，

vALUED 0，INTEGRAl，INT 1，RELAT 1，ORDINALl，FUNCT 2，

RCOMP l，FCONT l。TOPREALB，RELSET l，RFUNCT 1，)眦AL 0，
NEWTON，SQUARE_I，FUNCT-l，姗AL_o，SEQM_3，SIN_COS9，
FINSET 1，TAYLoR l，FCO．NT 3：

requirements NUMERALS，BOOLE。SUBSET,ARITHM；

definitions SIN COS，VALUED l，SUBSET l，SOUARE 1，SIN COS4，

SIN COS6，1：ARSKI'FCONT 1，FDIFF 9，XBOOLE o，SIN COS9，

RCOMP 1，LIMFUNCl，NAT l：

theorems PARTFU咐l，RFl烈CT l。FUNCT 1，FDIFF l，FL烈CT 2，SQUARE 1，

XCMPLX l，INTEGRA5，INTEGRA8，SIN COS，FDIFF 4，TAYLOR l，

VALUED l，FCONT l，JORDAN1 6，SIN COS5，SIN COS4，SIN COS2，

SIN COS6，XXREAL l，LE l， ， ， ， ，．XBOOFDIFF 5 FDIFF 7 FDIFF 8 FDIFF 9

SIN COS9，PI也POWER，FDIFF 6：

文章中需要声明的变量数据类型如下：

begin：

reserve X，a，b for Real；

reserve n．m for Element of NAT；

reserve Afor closed．interval Subset ofREAL：

reserveZ for open Subset of REAL；
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4．2．2特殊函数积分的Mizar表述与实现

完成特殊函数在Mizar中的实现分为两步：一是定义新的算子；二是重新组合

已有算子。由于在Mizar中定义任何的新算子(functor)都必须给出存在性与唯一

性的证明，为了简化所讨论函数的定义，在函数积分的Mizar实现中，我们采用特

殊函数的第二种表现形式。

我们将讨论的特殊函数分为几类：指数函数、三角函数、幂函数、双曲函数、

无理函数、反三角函数。对于不同的函数，其构造形式也不同，下面从一般的积

分公式和Mizar中的表述两方面分类举例说明。
’

指数函数类，如
： 一 ． ．

3

Le—dx=_e-X)I#。事』一(_e-x)I，jllf』
(A为积分区间，下同)。在Mizar中的表述为：

：：f．x=exp_R．(一x)

theorem：：INTEGRA9：2

integral(exp_R·(AffineMap(一1，O))，A)

=(-(exp_R宰(AffineMap(一1，0))))．(sup A)

．(-(exp_R宰(AffineMap(一l，o))))。(infA)；

其中exp_R·(AffmeMap(一l，O))里的幸表示两个函数的复合，exp_R和AffineMap(-1，0)

是Mizar中函数／(x)=ex和厂b)=一x的表述，A表示闭区间，integral表示积分。

三角函数类，如n≠0时

fcOSnxabc=__t sin腻I —Lsinnx[ 。，

副 刀 Ix--rapA 以 ‘x=irIf』

在Mizar中的表述为：

：：f．x=cos(n宰x)

theorem：：烈TEGRA9：13

n◇O implies integral(cos宰(AffineMap(n，O))，A)

=((1／n)@)(sin番(AffineMap(n，O))))．(sup A)

-((1／n)({|≠)(sin木(AffineMap(n，O))))．(infA)

其中n为正整数(在变量数据类型中已设定)。

幂函数类，如

工x'dx=鬲1叫。唧一一嘉∥1乙』。
在Mizar中的表述为：

． ：：f．x=x^11
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theorem：：INTEGRA9：25

integral((杞n)，A)

=((1／(n+1))斜)(≠}Z(n+1)))．(sup A)

-((1“Il+1))(≠≠)(群Z(n+1)))．(infA)

此定理中({f≠z n)是函数厂(x)=X“的Mizar表述，(1／(n+1))(撑)(勉(n+1))里的(撑)

表示乘号。

双曲函数类，如

扛sinhxdx=ocoshx-sinh工)l。卿彳一ocoshx-sinhx)L酊彳·
在Mizar中的表述为：

：： f．x=x*sinh．X

theorem：：INTEGRll：30

integral((AffineMap(1，0))(撑)siIlll'A)

=((AffineMap(1，o))岱)cosh—sir,h)，(sup A)

-((AffineMap(1，0))@)cosh-sinh)．(infA)

无理函数类，如

／da+xdx=i2(口+x)引一一一j2(口+x)三I一^。
在Mizar中的表述为。

reserve Z for open Subset of REAL；

：：￡x=(a+x)存R(I／2)

theorem：：INTEGRA9：70：

A C--Z&(forx st x in Z holds￡x-a+X&￡x>01

&dom((2／3)(}≠)((搬(3／2))幸0)=Z
＆dom((2／3)(≠})((赧(3／2))幸D)=dom t2

&(forx st X inZ holds 1'2．x=(a+x)搬(1／2))&
121A is continuous implies ：．

integral(12，A)=((2／3)(群)((搬(3／2))幸f))．(sup A)
-((2／3)饼)(({9fR(3／2))幸jcI)．(infA)；

三

这里首先在论文开始变量数据类型中设定Z为开区间，(搬(3／2))幸f表示f：，121A
is continuous表示函数也在闭区间A上连续。

反三角函数类，如 ．

扣s逾斌=G执smx+瓜)I一_一Garcs恤x+庐)l⋯。
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在Mizar中的表述为：

：：f．x=arcsin．x

theorem：：INTEGRll：68

AC'-Z&Z c=】．一1，1．【&f=fl·t2&12=#Z 2

&(for x st x in Z holds f1．x=l&f．x>O&x◇O)&dom arcsin=Z

＆Z c=dom((id Z)(ifj})(arcsin)+(稃R(1／2))宰D implies

integral(arcsin，A)=((id Z)(弹)(arcsin)K搬(1／2))木f)．(sup A)
-((id Z)(#)(arcsin)+(j|j}R(1／2))幸f)．(infA)；

其中】．．1，1．【表示一1至111的开区间，idZ在Mizar中表述如下：
definition

let Z；

func id Z．>Relation means

【x，y】in it iffx in Z&x=y；

end；

即Vxe Z，函数厂(x)=x。

以上特殊函数的积分公式及推证过程参见Mizar文章INTEGRA9和

INTEGRl1，其在Mizar论文中的表述分别为[28，29]-

础Xf(x)_e～：
，

(2】 ／((the function exp)·A／tine．Map(-1。o))(z)出产(一(the function exp)·A危neMap(-1．
J

A

(-(the function exp)·AffineMap(-1．∞)(耐A)．

函数／G)=COS 0≠0)：

(13)lf．n≠。，then弘the fllnction c笾)．A融Al印(删№)如一

(妄((tbe如nction sin)·AtlineMap(n．嘞))(sup A)一(击((the function s纽)
-Afl趣eMap(n．o)))(迸A)．

函数厂G)=z“：

∞)／(鞘2)出一(而1釜+1)(sup A)一f熹r叹龇峨

函数厂(x)=xsiIlhx：
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(30)．厂(嫩xIap(1．o)(the舡娥i锄s址|))(z)如墨(A箍砌讧印(1，o)(the
f盎t洫蠡h卜the缸臆ion堑nh)汹p A)一(Ae褒nd,lap(1，o)(the function
eosh)-the function sinh)《斌A)．

函数厂b)=√口+x：
70)Suppose that

(i) A耋Z，
’

(ii) for eve帮27 such that 27∈Z holds，扛)一口+z and f(x)>o，

(蝎dom(吾((委)·，))一z'
秘)dQm《吾((茎)·，))=domh，
和) for e、戡y z such that z∈z holds h(x)一(口+z礓。and
(v1) 是7A js continuous．．

nen厂^㈤出一(三((主)I，))(supA)一(；((i)．，))跚A)．

函数f(x)-arcsinx。

{6s)Suppose that A￡Z and z主!一1．1：and，=．，l一止and，2拳至
and for every 2 such that 2∈z holds^盘)=1 and f(z)>0砌
z≠0 mad dom(the function arcsin)=Z and Z∈dom(idz(the function

，

8r氆嫩)+瞳)·，)．Then／f_the function 8ralm)往j出=(idz缸he function
●，

A
1 l

aros泣)十(勤·／}(sup A)一(idz(the function”岱in)+(主)‘f)(infA)．

4．2．3特殊函数积分的Mizar证明

首先研究三角函数

厂(x)=sinmxcosnx(m≠n)，

讨论其积分公式在Mizar中是如何实现的。

一般的数学公式为，聊≠玎时

lsin纛cosnxdx=(_面cos(m可+n)x～e02s((⋯m-n))Gbi詈+丽cos(in可+n)x一甓等)f蒯彳
在Mizar中定理表述如下：

、

reserve n．m forElement of NAT；

reserveAfor closed-interval Subset of REAL；

：：f．x=sin．(m*x)*cos．(n掌x)

theorem：：INTEGRll：27

m斗1l<>Il&m—n◇0 implies
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integral((sin宰AffineMap(m，0))钟)(cos·AffmeMap(n，O))，A)

=((一(1／(2木(m_恤)))(群)(cos幸AffineMap(m+n，0)))一

(1／(2掌(m—n)))(≠≠)(cos簟AffineMap(m—n，0)))．(sup A)

-((一(1／(2木(m．h)))(}})(cos幸AffineMap(m+n，O)))-

(1／(2木(m-n)))(j|≠)(cos木AffineMap(m-n，0)))．(infA)；

证明之前设定珂，m为自然数，A是闭区间。根据原函数的可微性与微分公

式来求导被积函数的积分公式。由m+刀≠0和m一玎≠0可知积分后所得到的函数

有意义，并说明m≠玎。此定理在Mizar中实现的完整证明过程如下(下划线标

注的是主要推理思路与步骤)：

proof ：

髂same A：—m+n<>O&—m-n<>O；l
A1：【#]REAL=dom((sin宰AffineMap(m，O))(撑)(cos宰AffineMap(n，0)))

&dom(sin幸AmneMap(m，0))=【#]REAL

&dom(COS宰AffineMap(n,O))=[#]REAL by FUNCT一2：def l；
then C：dom(sin宰AffineMap(m，O))八dom(COS牛AffineMap(n，O))=[#]REAL；

A2：dom(AffineMap(m，0))=[撑】REAL&dom(AffineMap(n，0))=[撑】REAL

by FUNCT一2：def 1；

for x St X in REALlaolds

AffineMap(n,0)．x=n乖x+0 by JORDAN 1 6：def 3；then

AffineMap(n，0)IREAL is continuous

byA2，FDIFF_1：31，FDIFF_l：33；then

A3：AffineMap(n，O)IA is continuous by FCONT_1：1 7；

cosl((AffineMap(n，O))．：A)is continuous；then

A5：(cos宰AffineMap(n，0))IA is continuous by A3，FCONT l：26；

forx stX inREALholdS
AffineMap(m，0)．x=m宰x+0 by JORDANl6：def3；then

AffineMap(m，O)IREhL is continuous
by A2，FDIFF_1：3 1，FDIFF_1：33；then

A6：AffineMap(m，0)IA is continuous by FCONT一1：1 7；

sinl((AffineMap(m，O))．：A)is continuous；then ·

(sin木AffmeMap(m，0))IA is continuous by A6，FCONT_1：26；then

((sin宰AffineMap(m，0))(群)(cos宰AffineMap(n，O)))|A

is continuous by C，A5，FCONT_1：1 9；therL

A7：．((sin*AffineMap(m,0))(#)(cos*AffineMap(n．0)))is integrable onA

一&((sin*AffineMap(m．O))(#)(cos*AffineMap(n．OB)lA．

i§坠Q丛n亟皇亟坠Y△!，旦辽I基QB△§；!Q，ll； f

A8：．((-(1／(2*(m+n)))(#)(cos*AffineMap(m+n．0)))-

．．．．．．．(1／(2(m-n)))(#)(cos AffineMap(m-n．0)))．
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iL出壁篮继i吐ltQ卫＆量△L坠Y△，Ih2i
BI：for x st X in REAL holds AffineMap(m，0)．x-m枣x

proof

letx；

assume x in REAL；

(AffineMap(m，O))．x=m宰x+0 by JO砌)ANl 6：def 3

．：Ⅷ木X；

hence thesis；

end；

B2：for x st x in REAL holds AffineMap(n，O)．x=n乖x

proof

let x；

assume x in REAL；

(AffineMap(n，0))．x=n畚x+0 by JORDANl6：def3

．----'rl宰X；

hence thesis；

end；
。

．A9：．for x st x in dom(((-(1／(2*(m+n)))(#)(cos*AffineMap(m+n．O)))-．

．．．．．(1／(2*(m-n)))(#)(cos*AffineMap(m-n,O)))"[REAL)hold墨。

．．．．．．．(((4 1／(2*(m+n)))(#)(cos*AffineMap(m+n．0)))-

．．(1／(2*(m-n)))(#)(cos*AffineMap(m-n,0)))"IREAL)．x

．．．．．=((sin*AffineMap(m．0))(#)(cos*AffineMap(n．0)))．x

proof

1et x； ，

assume x in dom(((一(1／(2木(m+n)))(彬(cos木AffineMap(m+n，0)))-

’(1／(2宰(m-n)))(撑)(cos幸AffineMap(m-n，0)))、IREAL)；

(((·(1／(2幸(m+n)))饼)(cos木AffmeMap(m+n，O)))-

(1／(2木(m·n)))转)(cos宰AffineMap(m-珥0)))、[REAL)．x

=sin．(m宰x)宰COS．(n宰x)by A，Th7

．=sin．(AffineMap(m，0)．x)车COS．(n·X)by B1

．=(sin．(AffineMap(m，0)．x))宰(cos．(AffineMap(n，O)．x))by B2

．=((sin木AffineMap(m，O))．x)宰(cos．(AffineMap(n，O)．x))byA1，FUNdT_1：22

．=((sin拳AffineMap(m，O))．x)宰((cos木AffineMap(n，O))．x)by A1，FUNCT l：22

．=((sin宰AffirleMap(m，O))(≠≠)(cos木AffineMap(n，O)))．X by VALUED_l：5；

hence thesis；

end；

dora(((-(1他}(m+n)))(群)(cos母AffineMap(m+n，o)))一

(1／(2}(m-n)))(撑)(cos幸AffineMap(m—n，O)))、IREAL)
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=dom((sin幸AffineMap(m，O))(≠})(cos幸AffineMap(n,0)))

byAl，A8，FDIFF-1：def8；then

(((一(1／(2宰(m+n)))(撑)(cos·AffineMap(m+n，O)))一

(1／(2宰(m-n)))(扔(cos}AffineMap(m—n，O)))’IREAL)
=(sin幸AffineMap(m，0))饼)(cos辜AffineMap(n，O))by A9，PARTFUN 1：34；

．h．e．．n．c．．e．．th．．e．s．．is．byA，A7，Th7，INTEGRA5：13；

end；

其中，“proof"和“end"成对出现，缺一不可。若证明过程中后面会引用已

知条件和前面已推导成立的结论作为条件，则需在已知条件和结论前加上标号，

如：A1，A2，Bl，B2，⋯，C等。由by引导的定义、定理或前面推导成立的结

论，除了定理7(Th7)之外都出自上述证明本身或I峥IML中已收录的Mizar文章。

定理7(Th7)是为了简化上述定理的证明过程而提前证明的一个小定理，其具体

表述为：

定理7(Th7)：功+以≠0，m-n#：o时，函数厂b)=一_co而s(m可+n)x一_co而s(m：可-n)x
在定义域——全体实数上可微，且坛∈R，竿=sinmxcosnx。

积

显然，这是一个求函数微分公式的定理。在Mizar中此定理以如下形式表述：

：：f．x--cos．((m+n)宰x)／(2幸(m+n))一COS．((m·n)木x)／(2宰(m—n))

theorem：：INTEGRlI：7

m+11◇0&m-rl<>0 implies((-(1／(2奉(m+n)))(jf})(cos幸AffineMap(m+n，O)))-
(1／(2书(m—n)))(}j})(cos宰AffineMap(m-n，O)))is—differentiable—on REAL

&for x holds((一((1／(2幸(m斗n)))({fj})(cos宰AffineMap(m+n，O)))-

(1／(2难(m—n)))(撑)(cos}AffineMap(m-n，O)))、IREAL)．X

=sin．(m木x)事COS．(n章x)；

证明过程参见INTEGRll．miz[29】。

通过对定理7(Th7)及其它已证结论、定义和定理的引用，分步完成了Mizar

系统中特殊函数f(x)=sinmxcosnx(m≠刀)的积分公式的推理论证。

类似的，三角函数f(x)=cosrnxcosnx(m≠rt)，f(x)=sinmxsinnx(m≠，1)，

厂(石)=xsinnx，f(x)=XCOSr／X，s(-)--sin2 X，厂G)=COS2 z，／(x)=sin”XCOSX，，

r(x1=COS”xsinx的积分公式在Mizar系统中表述如下(证明的详细过程参
INTEGRI 1．miz[29】)：

：：f．x=COS．(m木x)木COS．(n母x)

theorem!．’

m+ll<>0＆m-n<>0 implies

integral((cos幸AffineMap(m，O))(jfj})(cos乖AffineMap(n；0))，A)
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=((1／(2幸(n恤)))@)(sin宰AffineMap(m+n，O))+

(1／(2木(m—n)))待)(sin幸AffineMap(m-n，0)))．(sup A)

-((1／(2宰(IIrm)))饼)(sin母AffineMap(m+n，O))+

(1／(2幸(m—n)))@)(sin木AffmeMap(m-n,0)))．(infA)；

：：f．x=sin．(m宰x)幸sin．(n宰x)

theorem

m+n◇O&m-n<>O implies

integral((sin木AffineMap(m，O))(撑)(sin幸AffineMap(n，0))，A)

=((1／(2木(m—n)))(扔(sm木AffineMap(m一11，0))-

(1／(2奉(m+n)))饼)(sin宰AffineMap(m+n，o)))．(sup A)

一((1／(2奉(m-n)))钟)(sin木AffineMap(m一11，0))一

(1／(2木(m+n)))@)(sin幸AffineMap(m+rt,0)))．(infA)；

：：f．x=X掌sin．(n宰x)

theorem

lr◇0 implies integral((AffineMap(1，0))饼)(sin宰AffineMap(n，O))，A)

=((1／(n^2))@)(sin宰AffineMap(n，0))．

(AffineMap(1／n，O))钟)(cos章AffineMap(n，O)))．(sup A)

．((1／(n^2))(撑)(sin宰AffineMap(n，0))．

(AffineMap(1／n，0))@)(cos术AffineMap(n，O)))．(infA)；

：：f．x=X幸COS．【n宰x)

theorem

n<E>0 implies integral((AffineMap(1，0))件)(cos宰AffineMap(n，O))，A)

=((1／(】驴2))(扔(cos宰AffineMap(n，O)卜

(AffineMap(1旭O))(释)(sin幸AffineMap(n，0)))．(sup A)

-((1／(n^2))(撑)(cos幸AffineMap(n，O)卜

(AffineMalN 1／n,O))(#)(sin*AffineMap(n,0)))．(infA)；

：：f．x=(sin．x)^2

theorem

integral(sin^2A)

=(AffineMap(1／2，O)-(1／4)(撑)(siIl宰AffineMap(2，O)))．(sup A)

一(AffmeMap(I／2，O)-(1／4)@)(sin木AffineMap(2，0)))．(infA)；

：：￡x=(cos．x)^2

theorem

,13
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integral(cos^2，A)

=(AffineMap(1／2，O)+(1／4)(j[|})(sin木AffineMap(2，O)))．(sup A)

-(AffineMap(1／2，0)+(1／4)钟)(sin宰AffineMap(2，O)))．(infA)；

：：f．x=(sin．x)^n幸(cos．x)

theorem

integral((撑Z n·sin)(#)cos，A)

=((1／(n+1))(群)(杞(n+1)囊sin))．(sup A)

．-((1“n+1))待)(撑Z(n+1)·sin))．(infA)；

：：f．x=(cos．x)^n·(sin．x)

theorem

integral((j|≠Z n番eos)(#)sin，A)

=((-1“n+1))(撑)(撑Z(n+1)宰cos))．(sup A)

-((-1／(n+1))(撑)(撑Z(n+1)堆cos))．(infA)；

接下来研究函数／(x)-(烈+6)”积分的Mizar实现过程。我们知道

王(僦+6)”出2响∽+6)胂1)l一』一‘赤∽+6)肿他“
在Mizar中表述为：

：：f．x：(a木x+b)^n

theorem

a宰(n+1)◇0 implies integral(撑Z n木AffineMap(a，b)，A)

=((1／(a宰(n+1)))(撑)(样Z(n+1)宰AffineMap(a,b)))．(sup A)

一((1“a毒(n+1)))伴)(释Z(n+1)宰AffineMap(a，b)))．(infA)；

在Mizar中推证过程如下(下划线标注的是主要推理思路与步骤)：

proof

assume C：垦：也±!)2 Q；

AI"[#]REAL=dom(忆n宰AffineMap(a，b))
&【#]REAL=dom((1／(a幸(n+1)))(#)(勉(n+1)牛AffineMap(a，b)))&

[#]REAL=dom(AffmeMap(a，b))by FUNCT_2：def 1；

for x st x in REAL holds
。

AffineMap(a，b)．x-a幸x+b by JORDAN 1 6：def3；then

BI：AffineMap(a，b)is—differentiable—on REAL&for X st X in【#]REAL
holds((AffineMap(a，b))、I,REAL)．x=a by A1，FDIFF．_I：3 l；

A：忆n宰AffineMap(a，b)is—differentiable—in x

proof
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AffineMap(a，b)is—differentiable—in X by B1，FDIFF_1：1 6；

．hence thesis by TAYLOR_1：3；

end；

A2：忆n木AffineMap(a，b)is_differentiable__on REAL

proof．

for x st x in I也AL holds

杞n幸AffineMap(a，b)is—differentiable—in xby A；
hence thesis by A1，FDIFF_1：16；

．

end；

(杞11"AffineMap(a，b))IREAL is continuous by A2，FDIFF_．1：33；then
(忆11"AffmeMap(a，b))lA is continupus by FCONT 1：1 7；then

A3：#Z n*AffineMap(a．b)is integrable on A．

．．篷【丝丕互：△量in坌＆至纽【亟。坠1)I△i§坠Q丛n垒星鱼坠Y△1．壁过I星Q量△主；l Q。l l；

A4：l-o￡丕量l蚤i班亟Q堑“i!△盆：in±l lIl

【芷】【登兰【吐1)：△笪n宝丛鳃乜坠】】)：l＆星△L】鲢l凼

【f【!』【垒兰(n±l】】1(登)【i鳖【n±1)：△旦in呈丛i虫【垦。坠】】】：lB垦△L】：苎

三l拦Z n：△垂i卫星M垒巳I垒。坠l l。基

proof

letx；

assume x in dom(((1／(a宰(n+1)))(撑)(撑Z(n+1)宰AffineMap(a，b)))’IREAL)；

(((1／(a宰(n+1)))(撑)(勉(n+1)书AffineMap(a，b)))’IREAL)．x
=(a木x+b)撑Z n by C，Thl2

．=(AffineMap(a，b)．x)撑Z n by JORDANl6：def3

．=(拌Z n)．(AffineMap(a,b)．x)by TAYLOR—l：def 1

．=(圮n*AffineMap(a，b))．x by A1，FUNCT_1：23；
hence thesis；

end；

(1／(a木(n+1)))@)(撑Z(n+1)宰AffineMap(a，b))

is—differentiable—on REAL by C，Thl2；then

dom(((1／(a木(n+1)))(j|i})(忆(n+1)木AffineMap(a，b)))、IREAL)
=dom(撑Z n*AffineMap(a，b))by A1，FDIFF_1：def 8；then

(((1“a幸(n+1)))(撑)(杞(n+1)幸AffineMap(a，b)))、IREAL)
=忆n木AffineMap(a，b)by A4，PARTFUN 1：34；

．h—e—n——c—e——t—h—e——s—is．by C，A3，Thl2，INTEGRA5：13；
“

’end；

以上特殊函数积分公式在Mizar论文中的表述为【29】：

45
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(13)厂(the‰i傩sin)2(z)妇一(施eAt啾歪1．o)一妄((the缸ncti。n
sin)·A虽臣neA【8p(21 o)))(sup A)．一(A斑ne^{ap(耋，0)一圭((the function sin)
·Affine&lap(2，o)))(斌A)．

’

(16)厂(the衄tion。湄)2(窝)如皇(A鼬A18p(兰．o)+妄((the鼬ion
sin)·AffmeMap(2。o)))(sup A)一(Am翻吐Iap(耋．o)+}((the function sin)
·AffineMap(2，o)))(illf A)．

09)凡∽(the function sin))(the胁i。n 008)焖如一(专(愿H)·
A

(the function s征)))(sllp．4)一(畜：§((}1)·(the function s埘))(埘A)。

，22)／((㈤’(the function cos))(the flmction sin))(z)dx l((一南j(∥)_
(,the function az)))(sup A)一((一击)((星“)·(the function az／))(inf A)．

《25) Suptx垮e m+n笋。砌m一矬笋o-nen．7《(‘he如nc2沁n oos)J A硒eA‘ap(m_o))((the fu
，

1

。

五

(F赢((the fun．ction sin)·Afli_lmMap(m+n-o))十赢((。he func-
tion sin)·AflineMap(rn—n，回))(sup A)一<赢{(the function sin)·Affine．XLap(m+n．o))+志((the function sin)·AffinoMap(m一
妊。谚))f斌-j．

i26{ suppose m+n≠。耻ld m—n≠。．Then．厂《(the妣ct；on s嫩)·A掇n矗Iap(”1．o)j(《the fu
，4

1

‘甄i呙{(the funetion sin)·AffmeMap(m吨o))一剥霜((‘№心
tion sin)·AfllneMap(m+n．o】))(sup奠】一(志((the functiQn sin)
·Afl!lneMap(m一啦o))一z巧杀密((the function sin)·AflhmMap(m÷
t1．q))fi《■)。

(27)Suppose rn--tl笋0 and m—n≠0．Then／(((the functbn sin)·Aflln西iap(m．o))((the fu
．，

’

A

(一F翻《(t殛·妇蚍cOs)。A触fap(，n+n一田)一虿柄((thefunctioncos)·=AffmeMsp(m-n．田)1(supA卜(一赢((the function C06)。Aflh】e．XIap(m豳((the function c销)·AfltneMap(m—n．oj))《斌A)．
(2s)Suppose他乒0．Then／(AffmeMap(1。oJj((the function sin)·．4LflineMap{n．o，j))伍)如一

‘ ．

(去ffthe functionsin)·燧n烈＆p(礓o))一AmneMtlp(-斋·o)((the function
cos)·AffineMap(n．o)))fs让pA)一(吝((the functionsiil)·AffineSIap(n，o))一
A珏越心【ap(去÷oj((the function oos)·AffmeMap(n．o}))(jnf_i．
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(29)Suppose琵≠0。Then 7(AffmeMap(1．0)((the functioa c璐)·Ai毪neMap(n．o)))(o)出
J

A
1

=(蠢((the function cos)·A觚I印(仡0))+A氆neAhp(轰，o)((the function
sin)·AflineMap(n．。)))《sup A)一(嘉((the fimction COS》一AffineMap(n，o))+
趟珏n烈ap(去，o)’((the functkm sin)·AflLucMap(n．0)))(耐A)．

， 1
’

f32)Ir a‘(，l÷1)-#O．then／((凳)‘Affme,'、‘叩江6))(z)出=(南(蠖“)·
A

1AtfineMa嘶．6)))(sup．4)一(南(∥)‘AflineMap(a’6)))(infA)·
再具体一点，给定闭区间A=【0，刀】，在Mizar系统中实现函数

f(x)=sin 2xcosx

内积分公式。定理表述如下：

theorem

A：{．0，PI．】implies

integral((sin宰AffineMap(2，O))拶)(cos宰AffmeMap(1，0))’A)=4／3

以下是此定理完整的证明过程：

proof

3SSUlTIe A=[．0，PI．】；

then B：sup A=PI＆infA=0 by INTEGRA8：37；

D：dom(AffineMap(3，o))=REAL

&dom(AffineMap(1，0))=REAL by FUNCT_2：def 1；
integral((sin宰AffineMap(2，0))(群)(cos木AffmeMap(1，0))，A)

=((·(1／(2宰(2+1)))(哟(cos毒AffineMap(2+l，O)))．

(1／(2幸(2一1)))(撑)(cos木AffineMap(2-l，0)))．PI

一((-(1／(2宰(2+1)))(彬(cos幸AffineMap(2+l，O)))-

(1／(2宰(2一1)))@)(cos宰AffineMap(2-l，0)))．0 by B，INTEGR 1 1：27

．=(一(1／6)(群)(cos宰AffineMap(3，O)))．PI

一((1／2)(群)(cos木AffineMap(1，O)))．PI一((-(1／6)(群)(cos卡AffineMap(3，O)))

-(1／2)滞)(cos幸AffineMap(1，O)))．0 by VALUED一1：15

．=(-(1／6)∥)(cos宰AffineMap(3，0)))．PI

一((1／2)饼)(cos木AffineMap(1，O)))．PI

-((-(1／6)(撑)(cos卑AffineMap(3，O)))．0

-((1／2)件)(cos木AffineMap(1，0)))．0)by VALUED_1：15

．=(一((1／6)(拌)(cos·AffineMap(3，0)))．PI)

一((1／2)(群)(cos幸AffineMap(1，0)))．PI

‘一((-(1／6)拶)(cos奎AffineMap(3，O)))．0

‘一((1／2)(撑)(cos木AffineMap(1，0)))．0)byVALUED一1：8

．=·(1／6)木((cos木AffineMap(3，O))．PI)
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-((1／2)钟)(cos★AffineMap(1，O)))．PI

-((一(1／6)错)(cos宰AffineMap(3，O)))．0

一((1／2)(≠})(cos木AffineMap(1，0)))．0)by VALUED_1：6

．=·(1／6)宰((cos}AffineMap(3，0))．PI)

一(I／2)宰((cos宰AffineMap(1，O))．PI)

一((-(1／6)@)(cos宰AffineMap(3，o)))．0

·((1／2)(撑)(cos木AffmeMap(1，O)))．o)by vALUED．1：6

．=·(1／6)牛((cos·AffmeMap(3，0))．PD

-(1／2)宰((cos幸AffineMap(1，O))．PI)

一(一(((1／6)待)(cos木AffineMap(3，0)))．0)

．((1／2)(≠})(cos幸AffineMap(1，O)))．0)byVALUED一1：8

．=·(1／6)木((cos}AffineMap(3，0))．PI)

-0／2)木((cos·AffincMap(1，0))．PD

·(-(1／6)宰((cos掌AffineMap(3，0))．O)

-((1／2)(撑)(cos·AffineMap(1，0)))．0)by VALUED 1：6

．=·(1／6)奎((cos幸AffineMap(3，O))．PI)

一(1／2)木((cos掌AffineMap(1，0))．PI)

． ．(一(1／6)宰((cos木AffineMap(3，O))．O)

一(1／2)幸((cos毒AffineMap(1，0))．0))by VALUED_1：6

．=一(1／6)毒(cos．(AffineMap(3，0)．PI))

一(1／2)木((cos木AffineMap(1，O))．PI)

一(-(1／6)宰((cos宰AffmeMap(3，0))．0)

-(1／2)宰((cos宰AffmeMap(1，0))．O))by D，FUNCT 1：23

．=-(1／6)木(cos．(AffineMap(3，O)．PI))

一(I／2)宰(cos．(AffineMap(1，0)．PI))

一(-(1／6)宰((cos幸Aff'meMap(3，O))．0)

一(1／2)宰((cos木AffineMap(1，0))．O))by D，FUNCT_1：23

．=-(1／6)枣(cos．(AffineMap(3，0)．PI))

一(1／2)木(cos．(AffineMap(1，o)．PD)

一(-(176)木(cos．(AffineMaP(3，o)．0))

-(1／2)}((cos书AffipeMap(1，O))．O))by D，FU'NCT_1：23

．=一(1／6)宰(cos．(AffmeMap(3，O)．PI))

一(1／2)幸(cos．(AffmeMap(1，0)．PI))

一(-(1／6)牵(cos．(AffineMap(3，O)．O))

一(1／2)宰(cos．(AffineMap(1，O)．O)))by D，FUNCT'1：23

．=-(1／6)宰(cos．(AffineMap(3，o)．PI))

-(1／2)*(cos．(1幸PI+0))

一(-(1／6)幸(cos．(AffineMap(3，0)．o))
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Il，2)+(cos(AffineMap(1，0)O)))by JORDANl6：def3

=一(1／6)+(cos(3+PH0))-(1，2rCOS PI

-(-(1／6)+(cos(AffineMap(3，0)o))

-(1／2)+(cos．(AfilneMap(1，0)O)))by JORDANl6：def3

．=-(1／6)+(cos(2+PHPI))·(1／2)’COS PI

一(一(1／6)+(cos(3+0+o))

-(1／2)+(cos(AffineMap(1，O)09)by JORDANl6：def3

=-(1／6)’(cos(24PI+PI))一(1，2)+COS PI

·(一(1，6)+COS 0一(1／2)‘COS．(I+O+o))by JORDANl6：def3

=-0／6)’(cos P1)·(1／2)4COS PI

<．(】，6)+COS 0一(j四‘COS(】+O椰))by STN_COS：83
=4／3 by SIN_COS：33，SIN COS：81；

hence thesis；

end；

4 3 Mizar实现的最终形式

关于特殊函数积分的Mizar论文INTEGRll miz．经mizf及其它Mizar系统

优化命令的校验后的结果见图4-1：

囤4-1：INTEGRll miz的检验结果

Fi94一I the resuh ofINTEGRll．miz
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Mizar系统验证结果显示：环境部共包括8个部分，Parser、Analyzer、Checker

三部分均无错误显示，全文共3201行，验证过程总耗时41秒。

另外，特殊函数积分Mizar实现1懈[28，29】收录于2009年的Formalized
Mathematics。

4．4成果出处

本文关于特殊函数积分的相关结果收录在Mizar版本Mizar version：

7．10．01 4．112．1041中。
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5函数正交性与函数范数的Mizar实现与论证

Mizar中已涉及到积分的定义和其相关的基本性质，但没有做迸一步的研究讨

论，而函数正交性与函数范数就是建立在积分的基础上，其基本性质在数值逼近

中也起着非常重要的作用，所以在Mizar中探索函数正交性和函数范数是十分有意

义的。本章的目的在于实现Mizar中函数正交性与函数范数的定义，并用Mizar系

统对其相关性质予以论证。

5．1函数正交性与函数范数

5．1．1函数正交性及性质

定义5．1【30】函数厂(力和g(工)的内积表示为

U(x)，g(x))=l f(x)g(x)dx．
一

m

内积有以下性质[30】：

1 驴b)，gG))=kb)'厂G))
2 Vre R，有(厂×厂(工)，g(工))=r×杪(工)，g(石))

3(Zb)+^b)，gb))=∽b)，gG))+∽G)，gG))

4∽b)一^b)，gG))=∽b)，gG))一∽G)'gG))

5驴G)+gb)’厂G)+gG))=(厂b)，厂G))+2×(／G)，gG))+bG)，gb))

定义5．21311设【口，6】为有限区间或无限区间，如果函数尸(x)满足：

(1)pb)>0，x∈k，b】；

(2)epb域>0；

(3)ex”pb炳存在
则称∥0)为权函数。

定义5．3131】设p(x)为【口’6】上的权函数，对于函数厂@)和g(x)，若满足：
一

I p(x)f(x)g(x)dx=0，
电 ．

则称函数f(x)和g(x)关于p(x)正交。．
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5．1．2函数范数及性质

设已知一列表函数誓2／(誓)(江0，1，⋯，朋)。为了构造函数厂(x)的一个力(<聊)

次近似多项式如(功，按最小二乘法，应使和

s=舀(砌(’卜厂(气))z
取最小值。这相当于在结点_O=o，1，⋯，肌)处约束p玎(工)，看如(x)近似列表函数

f(x)的程度如何，也只是看在这朋+1个结点上的情况(亦即平方偏差)

((p扮(气)一／(‘))二)·

有时也需要考虑在全区间[口，6】上构造函数厂(工)的近似多项式如(x)，此时自然应

以积分

．fb(Pn(x)-f(x))2 d(x)

代替和∑取最小值。实际上，在数值分析中常以数量

II p—f ll=√iba(P(x)-f(x))2dx
来度量函数p(x)和厂(主)的接近程度。

只要回想一下珂维欧氏空间中的两点距离公式，就知道上述数量可以类似的

理解为函数空间中的元素p@)和厂(工)两者间的距离。而当II易一fII-">O(n一叫

时，也就可把如(x)理解为按照上述的平方度量收敛于厂(x)，记作
一’

乞(x)—o厂(工)，疗j∞· i

在实变函数论中讨论产空间理论时，人们正是这样来理解一个序列的收敛(或极

限)概念的。

为了实用的需要，我们还有必要进一步去扩充上述观点。对于任意一个定义

在【口，6]上的可测函数厂(x)，如果p(x)厂O)为(÷)可积，则就说／(工)属于三p【口，明

类；如果pO)(／(工))。z为(三)可积，则说厂(x)属于三2仃[口，6】类。：
，鲁

现在介绍一下范数的概念。在权函数p(zl=l下，Lp’中的每二个函数厂(x)，

都赋予一个数值

．Ilfll=√像／(工)]2dx，
并称它为厂的广义绝对值或范数。由此
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Il厂一g I}√呜[厂o)-g(x)]2dx
便给出了两个函数厂和g之间的距离或接近程度的度量。所谓平方逼近就是按照

这种度量来衡量其逼近程度的。

函数范数的性质如下：

1．0 f ll>0，并且当且仅当f暑0时0厂lI=0；

2．II c·f 11=4 C⋯，I|，c为任一常数；

3．0厂+g Ilql厂lI+0 g 0。 ，

5．2函数正交性与函数范数的Mizar实现

从内积的定义与性质入手，在此基础上研究函数正交性的Mizar实现，但由

于现有Mizar文章的局限性，本文仅讨论以夕G)=I为权函数时函数正交的情况。

最后讨论函数范数的Mizar描述与证明。

5．2．1函数正交性、函数范数的环境部设置与变量声明

Mizar论文撰写完毕后环境部的最终形式如下：

environ

vocabularies INTEGRA9，AlWTM，PRE TOPC，REL盯1，FUNCT 1，ARYTM 1，

JGRAPH 2，PARTFUNl，SEQ 1，SIN COS，INTEGRAl，FDIFF 1，

PEALSET 1，BOOLE，SQUARE 1， ， ， l，_ARYTM 3 ORDINAL2 RCOMP

PREPOWER，LATTICES，FINSEQ_1，TAYLOR 1，SIN_COS4，SUBSET_1，

GROUP 1，SEO 4：

notations FUNCT_1，SEQ-l，siN cos，TARSKI，XBOOLE_0，SUBSET_l，

NUMBERS，VALUED 0，VALUED l，MEMBERED，XREAL O，SEQ一4，

REAL l，RELSET_1，PARTFUN 1，RFUNCLl，RCOMP-1，PSCOMP_1，
INTEGRAl，XXREAL 0，XXREAL 2，FCONT l，SINCOSl0，FDIFF 9，

SQUARE l，INTEGRA5， ， ， ， l，_PARTFUN2NEWTON PREPOWER TAYLOR_
FDIFF l。JORDANl6，SEQ 2；

‘

constructors SIN COS，TAYLOR 1，SEQ 1，REAL 1，FDIFF 1，FCONT l，
PSCOMP l，NAT 1，B网OP 2，SQUARE l， ， ，．PREPOWERINTEGRA5
PARTFUN2，LIMFUNC1，JORDAN 1 6，SEQ 4，RFUNCT 1，FDIFF 9，

SINCOSl0，POWER；

registrationsVALUED 1，NAT 1，XBOOLE 0，NUMBERS，MEMBERED，
VALUED 0，INTEGRAl，RCOMP l，INT l，REL盯1，ORDINALl，
FUNCT 2，FDIFF 1，COMPLEXl，RFUNCT 1，XREAL 0，RELSET：l，

FINSEQ一2，ORDINAL2，NEWTON，SEQM_3，XXREAL_o，FINSEQl-
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siN_cos，SQOARE_I，Ⅺ也AL-1，FUNCOP-1，PARTFUN1，TAYLOR_1，

JORDANl6，FCONT-3，XXREAL_2；

requirements NUMERALS，BOOLE，SUBSET,ARITHM；

definitions SIN_COS，INTEGRA5，VALUED-1，SUBSET_I，TARSKI，FDIFF_9，

SQUARE_l；

theorems PARTFUNl，INTEGRAl，RFUNCT_1，FUNCTj，FDIFF_1，INTEGRA2，

FUNCT-2，XBOOLE_0，XBOOLE_I，SQUARE_I，XCMPLX一1，INTEGRA5，

INTEGRA8，INTEGRA6，SIN_COS，XREAL_1，FDIFU，TAYLOR_l，
FDIFF_6，VALUED-1，FCONT_1，JORDANl6，RELAT-1，FDIFF-2，FDIFF_5，’

FDIFF_8，FDIFFI-9，PREPOWERj

j

文章中需要声明的变量数据类型如下：
●

begin

reserver,x for Real；

reserve n for Element ofNAT；

reserve Afor closed-interval Subset of REAL；

reserve f,g，fl，f2 for PartFunc of REAL，REAL；

reserve Z for open Subset of REAL：

5．2．2函数正交性的Mimr实现

在讨论函数正交性之前，先给出内积定义的Mizar表述：

definition

letAbe closed·interval Subset of REAL；

let￡g be PartFunc of REAL，REAL；
func III(f,g，A)IIl·>Real equals：：INTEGRA9：def l
integral((f(#)g)，A)；

end；

A为闭区间，f，g为函数。PartFunc of REAL，REAL是一种函数的模式，

表示函数的定义域(dom)和值域(rag)都包含于实数集(REAL)中。由本文
§2．6中的介绍，建立INTEGRA9．VOC，里面写入“Kill("和“L)III"以表示新
的定义“小eg，A)IIl”(参见本文表2—3)。“INTEGRA9：def 1，，是文章

INTEGRA9．miz[28]*的定义1。

§5．1．1中所涉及的内积性质在Mizar系统中表述为：

性质1： ，

theorem：：INTEGRA9：30

for f,g being PartFtmc of REAL，REAL，
Abeing closed—interval Subset ofREAL holds
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(f,g，g)lll=III(g，f,A)J J J；

性质2：

theorem：：INTEGRA9：34

for f,g being PartFunc ofREAL，REAL，
Abeing closed·interval Subset of REAL

st(f(捍)g)lA is bounded&fi[撑)g is_integrable_on A

&AC--dom(f【撑)蓟

holds眦(r(j|≠)f)，g，A)IIl=r宰IIl(f,g，A)III；

其中的r为实数，在变量数据类型中已声明。

性质3：

theorem：：INTEGRA9：3 l

for fl，f2，g beingPartFunc of REAL，REAL，

Abeing closed—interval Subset of REAL st(fl(#)g)JlA is total&

(f2(#)g)llA is total&(fl(#)g)IIAIA is bounded&

(fl(撑)g)I|A is integrable&(12(#)g)IIAIA is bounded&

(12(#)g)lJA is integrable

holds 111(fl+12，g，A)III=III(fl，g，A)III 4-111(12，g，A)III；

性质4：

theorem：：INTEGRA9：32

for fl，t2，g being PmFunc of REAL，砌三AL'

Abeing closed-interval Subset of REAL st(fl钟)g)lIA is total&

ff2(#)g)ilA is total&(fl(#)g)llAIA is bounded&

(fl(#)g)llA is integrable&(亿(撑)曲I|A|A is bounded&

(f2(#)g)llA is integrable

holds III(fl-f2，g，A)III=III(fl，g，A)IIl-111(12，g，A)III；

牲质5：

theorem：：INTEGRA9：37

for f,g being PartFunc of REAL，REAL，

Abeing closed—interval Subset of REAL st(f【{|i})f)|lA iS total&

(f(#)g)llA is total＆(g(#)g)llA is total&(f(#)0IIAIA is bounded&

(f(#)g)llAlA is bounded&(g(#)g)llAIA is bounded

&(f(撑)f)is_integrable_on A&(f【≠})g)is_integrableon A

&(g(≠≠)g)is integrable on Aholds

胀f+g，f+g，A)IIl=lII(f,f,A)llI+2木IIl(f,g，A)III 4-III(g，g，A)III；
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以下只给出性质5的Mizar系统证明，其他性质的证明收录于INTEGRA9中。

proof

let￡g be PartFunc of REAL，REAL；

letA be closed-interval Subset of REAL；

assume A1：(f(#)f)llA is total

&(f谤)g)IlA is total&(g(撑)曲f|A is total；
assume A2：(f(#)f)llAIA is bounded&

(f(#)g)llAIA is bounded＆(颤群)曲|fAlA is bounded；

thenA3：((f(#)f)llA+(f(#)g)llA)l(AnA)is bounded

＆((f【j!|})g)|lA十(g@)g)IIA)I(AAA)is bounded by RFLrNCX_1：1 00；

assume(f(j!i})D isintegrable_on A

＆(f(撑)g)is_integrable_on A&(g何)g)is_integrable_on A；

then A4：(f(jfj})f)IIA is integrable&(f(#)g)llA is integrable

&(g(#)g)llA is integrable by INTEGRA5：def2；

then A5：((f【撑)DI|A+(财)曲IIA)is integrable&

((fi滞)g)IIA+(甙#)g)llA)is integrable by A1，A2，INTEGRAl：59；

III(f+g，f+g，A)III=缸egral(((聃)(f+g))+(g(群)(f+g)))IlA)by RFUNCT一1：22
．=integml(((坟j|j})(f+g))|lA)+((g饼)(f+g))IlA))by INTEGRA5：5

．=integral((((f(撑)f)+(坟群)曲)IlA)+((g滞)(f+g))I|A))by RFUNCT一1：23
．=integral((((f(#)f)+(f(j||})g))IIA)

+(((g(群)f)+(g钟)g))I|A))by RFUNCT一1：23
．=integral(((f(#)f)llA+(f(#)g)llA)

+(((g({fj})f)+(g饼)g))l|A))by INTEGRA5：5

．=integral(((f(#)f)llA+(f(#)g)llAl

+((g(jfj})f)|IA+(g饼)g)llA))by INTEGRA5：5

．=imegral((f(#)f)llA+(f(#)g)llA)

+integral((f(#)g)llA+(g(#)g)llA)by Al，A3，A5，INTEGRAl：59
．=integral((f(#)f)llA)+integral((f(#)g)llA)

+integral((f(#)g)llA+(g(#)g)llA)by A1，A2，A4，INTEGRAl：59
．=imegral((f(#)f)llA)+integral((f(#)g)llA) ：

+(integral((f(#)g)IlA)+integral((g(#)g)llA))by A1，A2，A4，INTEGRAl：59；
hence thesis；

end；

在Mizar论文中，以上内积定义及性质结果表述为[28】：

(30)For all partial functions，．9 froml 9．to跫and for确ry dcsed-inter、!,al
subset A of受h01ds|||(，。g．A)II；毒|||(夕．，．A)lli。
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(34)Let，，g be partial functions from R to嚣and A be a d08ed-interval
subset of R．Suppose t}讪{A is bounded and}9 is int％rrable OB Aand

A￡dom(fg)．Then|II(rf，g，A)tl}一r·}It(／，g，a)ltl．

《31)Let^。办．g be partial functions from R to及and A be a dosed-interval
subset of受Suppose that

《i) 《，l尊)；A is total，

(驻) (，2擘)；A妞total，

《珏1) ((^9J}A)rA is bounded，
(iv) ^雪is integrable On A，

fv) ((矗9)}A)’A is bounded．and
(Vi》 ，2譬is integrable Oil A．

Then|||(五+，2，袅锄|||一|||(^，夕，A)II|4-|||∞，雪，A)|||．

f32)Let^，如，孽be partial functions from RtO夏and A be a dosed-interval
subset of免Suppose that

(i) (，l雪)；A j§total，

(ii) (，2 9)}A蛰total!
(iii) ((^9)；A)tA蟊bounded，
f}v) 五雪is integrable On A。

(v)((．，2夕)?A》}A纽bounded．and

(Vi) ，2夕is integrable On A．

Then|||饥一，2．譬．AⅫi=}||(，i．夕．A)IIi一Ⅲ(止．雪。■翊|．

(3r)Let，．雪be partial functions from盈t0夏and A be a closed-interval
subset of竞Supple that(JP，)’A is total and(／g)；A is total and

(雪夕)?A is total and((，，)’A)’A is bounded出】d((fg)}A)’A js
bounded and《(雪擘)‘A)：A is bounded and f，is hltegrable on A and f9
is integrable on A and擘擘js integrable Oil A．Then lll(／+夕．，+9，A)Itl=

}|{∥!f，A)Itl÷2·}tl(／．9。A．j||；+{{}臼j9，A州|．

在Mizar中对内积及性质给出了表述，接下来要根据上述内容研究权函数

∥(工)=l时的函数正交情况的Mizar描述。
Mizar中函数正交性的定义为：

definition

letAbe closed-interval Subset ofREAL；

let f,g be PartFunc of REAL-REAL；

pred fis_orthogonal with g，A means：：INTEGRA9：def2

⋯(eg，A)IIl=0；

end；

这里定义的是谓词㈣d)，不需要证明，可直接使用。在INTEGRA9．VOC中要写
入“Ris_orthogonal_with"。此定义为INTEGRA9．miz中的定义2。
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由内积性质5与函数正交性的定义可得到下面一个定理：

theorem：：INTEGRA9：38

for f,g being PartFunc of REAL，REAL，
Abeing closed—interval Subset of REAL st(ff#)011A is total&

(f待)g)I|A is total&(g饼)g)IIA is total&(f(#)011AIA is bounded&

(f(#)g)llAfA is bounded&(g(#)g)llAlA is bounded

&(fi滞)f)is_integrable_on A&(f【撑)g)is_integrable_on A

&(甙挣)g)is_integrable_onA&fis_orthogonal_with g，A

holds lII(f+g，f+g，A)III=lII(f,fA)llI+lII(g，g，A)III；

Mizar中证明过程如下：

proof

let eg be PartFunc of REAL，REAL；
let Abe closed-interval Subset of REAL；
assume(f(#)01 1A is total&(f(撑)g)llA is total

&(颤挣)酌IIA is total&(f(#)f)llAIA is bounded&

(f(#)g)llAlA is bounded&(g(#)g)llAlA is bounded

&(if#)0 is_integrable_on A＆(f【撑)g)is_integrable_onA

＆(g(捍)g)is_integrable_on A；

then A1：III(f+g，f+g，A)IIl=III(f,f,A)llI+2宰IIl(f,g，A)IIl+III(g，g，A)III by Th37；
assume fis_orthogonal_with g，A；

then III(f,g，A)IIl=0 by Det2；

hence thesis by A1；

end；

其中定理37(Tll37)是内积性质5，定义2(Def2)是函数正交性的定义。

以上内容在Mizar论文中的表述为[28】：

Let A_bo a closed-interval subset of翌and let，．夕be partial ftmctions from

趸to盈．We aay that，is orthogonal with雪，A if and orgy if：

(Def．2)|||(，。夕jA)|||一0．

(3s)Let，．孽be partial functions from爰t0趸and A he a dosed-interval
subset of瓦Suppose that(，，)：A瓷total and(，9)；A．；§total and

f擘雪)；A is total and((，，)}A)’A is bomaded and((，旦)}A)；A is

bounded and((9雪)；A)’A is bounded and，，is integrable On A and，雪
is integrable Qn A and夕雪蟊inte塾able Oll A and，is orthogonal a-ith g，

A。Then|||(，+9。，+夕．A)II；一；11(／．，。A)il|+|||0．雪，。A)tl J．

讨论函数正交性时需要给出区间，在特定的区间上讨论函数的正交情况。下

面给出某些函数的正交性在Mizar中的推证。

函数J，=sinxTfEl y=cosx在区间【0，石】上正交，在Mizar中此定理表述为：
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theorem

A=【．O，PI．】implies sin is_orthogonal with COS，A

证明如下：

proof

assume AI：A=[．0，PI．】；

Jff(sin，COS，A)fII=0 by INTEGRA8：92，A1；

hence thesis by Def2；

end；

同理， 函数y=sinx和Y=COSX在区间【o，2万】， [2ny／"，(2，l+lkl，

Ix+2mr,x+ml纠(工为譬意实数)，b舟卜刊，【．玩2叫，
[-2n；,t，2nn"】，Ix一2mr，x+2mr】(z为任意实数)上也正交，Mizar中表述分别为：
theorem

A=【．O，PI木2．】implies sin isorthogonal_with COS，A

theorem

A=【．2*n幸PI，(2幸n+1)枣PI．】implies sin is_orthogonal_with COS，A

theorem

A=[．x+2木n宰PI，x+(2宰n+1)幸PI．】implies sin is_orthogonal with COS，A

theorem

A=【．一PI／2，PI／2．】implies sin isorthogonal_with COS，A
theorem

A=[．一PI，PI．】implies sin isorthogonal_with COS，A

theorem

A=[．-2幸PI，2宰PI．】implies sin is_orthogonal_with COS，A

theorem ．

A：[．-2木n拳PI，2孝n幸PI，】implies sin isorthogonal_with cos,A

theorem

A=[．x一2木n木PI，x+2木n木PI．】implies‘sin is_orthogonalwith COS，A

以上定理的证明过程与函数y=sinx和罗=COSX在区间【o，窍】上正交类似；参

INTEGRA9．miz[28】。

以上所讨论的函数的正交性在Mizar论文中的表述如下【28】：

(40)‘lf A一：0．万j，then the function墨幻is orthogonal,aqth the function c髓，
A．

‘

f41)E A一：0。7r·2j-then the function sin is orthogonal w蚍the function cos．
A．
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(42) lf A蕾12-n·霄，(2·，l+I)-，r氧then the function如is orthogonal with
the function OOS，A，

转3) lf A=弛+2·，l·霄，￡+(2·n+t)·碉，then the function sin is orthogonsl
with the function COS，A．

(45)ff A一}一量，孔№the function sin ls orthogonal吡h the function oos，
A．

(44)lf A一；一万．万】．then the function sin is orthogonal with the function COS，
A．

《46)Ir A一!-2·氘2·7r1．then the function sin is orthogonal讹h the function
Cos，A．

(47) lf A警：-2·n·霄，2·n一贯}then the function sin is orthogonal谢th the
fimction 006e A． i

(4固 lf A一譬一2-，王·7r．z+2·n·霄j．then the functkm shl孟s orthogonal、城th

5．2．3函数范数的Mizar实现

Mizar中函数范数定义表述为：

definition
。

．
1etA bc closed-interval Subset ofREAL；

let fbe PartFunc of REAL，REAL；
func I|-．￡A．．1f->Real equals：：ⅣTEGRA9：def 3

sqrt(1ll(f,f,A)111)；

end；

在INTEGRA9．VOC中写入“X11．．"和“L．．fl，，以表示新的定义“If．．．．II，，o Sqrt表示

开方。

本文仅讨论§5．1．2中函数范数性质1及C=1时性质2的Mizar表述与证明。

性质l：

theorem

for fbeing PanFunc ofREAL，REAL，

Abeing closed．interval Subset of REAL st

(f@)f)||A is total&(f(#)f)llAIA is bounded&

(fi滞)Df|A is integrable&

(for x st x in Aholds(f(#)f)llA．x>=0)holds 0<=¨￡A。lI
证明过程如下：

proof
·

le．t f be PartFunc cffREAL，REAL； ．

Iet A be closed-interval Subset of REAL；
assume AI：(f(#)0llA is total；

assume A2：(f(#)f)IIAIA is bounded&(f(#)f)llA is integrable

60
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end；

&(for x st x in Aholds(f(#)f)llA．x>--O)；

lII(f,f,A)lll>--0 by A1，A2，INTEGRA2：32；

hence thesis by SQUARE_I：def4；

性质2：

theorem

for fbeing PartFunc of REAL，REAL，
Abeing closed·interval Subset ofREAL holds
11．．(1(撑)f)，A．．II=11．．￡A。ll坠Y BE蔓丛gI．1；三3：

上述定理的划线部分表明Mizar系统可以根据Mizar数据库里的数学知识自动证

明。

上述内容在Mizar论文中的表述为[28]-

(49)Let，be a partial function from夏to趸and A be a closed-interval subset

of震．Suppose(，，)’A is total and((ff)}A)IA is bounded and，，is

integrable On A and for e、豫帮z such that z∈A ho地((，jr)；A)(z)之0．
Then 0≤||．．，．A．．强

(50)For every partial function，from嚣to R and for every c．10sed-interval
subset A of夏holds||．．1，。A．。||一||IJ，．A．．||．

下面的定理在Mizar中由函数的正交性和函数范数共同得到。

定理当函数厂G)和gb)在给定区间A上正交时，

￡u+g)2dx=II厂2出+』：192dx
在Mizar中的表述为：

theorem

for f,g being PartFunc ofREAL，REAL，
Abeing closed-interval Subset of REAL st(坟样)f)lIA is total&

(f(#)g)llA is total&(g钟)g)|IA is total&(ff#)011AIA is bounded

＆(f(#)g)llAIA is bounded＆(g(#)g)llAIA is bounded

&(fi[≠f)f)is integrable_on A＆(f【{|})g)is integrable'_on A

＆(g(#)g)is_integrable_onA&f is_orthogonal_with g，A

＆(for x St x inAholds(f(j|j})f)IIA．x>--0)

&(forX stx inAholds(g@)g)IlA．x>--O)“

holds忆(f+曲，A．．11^2=II．．‘A．．If^2+¨g，A．．Il^2

●

在Mizar系统中完整的证明过程如下：

proof

6l



特殊函数差分差商积分及函数正交性与函数范数的Mizar实现研究

let t毫be PartFunc ofREAL，REAL；

letA be closed-interval Subset of REAL；

assume Al：(f(#)f)llA is total&(f(#)g)llA is total

&(甙撑)曲IIA is total&(f(#)f)llAIA is bouflded&

(f群)曲llAlA is bounded&(g(徉)酚l|AlA is bounded

&(f(舟)D is_integrableon A&(f(群)g)is_integrable__on A

&(g(撑)g)is_integrable_on A；

then BI：(f(#)011A is integrable&(ff#)g)llA is integrable

&(甙撑)g)0A is integrable by INTEGRA5：def 2；

assume A2：fisorthogonal_with g，A；

A3：II|(f+g，f+g，A)IIl=lII(f,f,A)llI+III(g，g，A)IIl by A1，A2，Th38；

assume(for x st X in Aholds(f(#)011A．x>--0)；then

A4：III(f,f,A)lll>=0 by AI，B1，INTEGRA2：32；

assume(for x st X in Aholds(g(j|j})g)IIA．x>=0)；then

A5：III(g，g，A)III>--0 by A1，B1，INTEGRA2：32；

IIJ((f+g)，(f+曲，A)III>-司by A3，A4，A5,XREAL_1：35；then

A6：ll-．(f+曲，A．．1I^2=III((f坞)，(f+g)，A)III by SQUARE_I：def4；

A7：11．．f,A．．11^2=lII(f,f,A)lll by A4，SQUARE 1：def 4；

I|．．g，A．．f|^2=lII(g，g，A)III by A5，SQUARE_I：def4；
hence thesis by A1，A2，Th38，A6，A7；

end；

其中定义2(De亿)是函数正交性的定义，定理38(Th38)是函数正交性的性质

5。

此定理的Mizar描述为[28】：

(51)Let，，乡be parted functions from冀tO夏and A be a ctosod-inten'al

subsot of趸．Suppose that(，，)；A is total and(，9)‘A is total and

国妨?A is total mxi((，，)’A)+A釜bounded mad f(1，夕)}A)。A is

hounded．,and f臼雪)；A)：．4 is bounded and，，i8 integrable on A and，多
is inte酎able on A and 9g-毽integrable Qn A and f is ortho903ml with

9。A A黔d for every z such that 2∈A holds((，，>；A)(z)2 0 and for

every z such tlmt￡∈A holds(0雪)：A)(z)之0．Then|I．J争窖．A．．酽一
{|．．，，A．。|}2+％雪。A．．||2．

5．3 Mizar实现的最终形式

关于函数正交性与函数范数的论文．INTEGRA9．miz，若经系统中的所有校验

和优化命令的检验均无错误，即为Mizar实现的最终形式。INTEGRA9．miz经所有

系统命令检测后的最终结果见图5．1：
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图5-1：1NTEGRA9咖z的miz港验结果
F《5-1 the resultofINTEGRA9miz

文章INTEGRA9miz经过mizf命令的检验．在DOS下显示结果为：环境部包

含8部分，全文共2426行，检验总耗时37秒，Parser、Analyzer、Checker三个过程

均正确无误。

另外，函数正交性与函数范数Mizar实现的文本形式[28]收录于2009年的

FormalizedMathematics。

5．4成果出处

本文关于函数正交性与函数范数的相关结果收录在Mizar版本Mizarversion：

71001 4112104l中。
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总结与展望，D：口叫邝《王

科学技术的现代化，离不开数学的现代化；而数学的现代化，在某种意义上

也可以说是数学的机械化。定理机器证明是其主要内容之一，也是涉及人类智能

问题的主要研究课题之一。从传统的手工证明到定理机器证明是现代数学思想方

法的一次重大突破。
’

在定理机器证明领域，计算机的识别和推理功能尤为重要。Mizar系统在计算

机上将这两个功能很好的结合在了一起。人们用Mizar系统中规定的描述方法将定

理的证明过程表达出来，就可对其进行验证。如果在证明过程中出现了数据库

(MML)中没有的定理，系统就会给出提示并进行验证。若在DOS下验证发现证

明过程存在错误，系统会立即由数字标明出错的位置，并在定理末尾用特定的数

字表示逻辑中错误的原因。经Mizar系统中mizf命令和所有优化命令验证后没有错

误，便可申请加入Mizar数据库。加入数据库的定理需要经过数据库管理者们的评

估，确定后才能给定理命名。除此之外，数据库中还可保存一些有待证明的重要

猜想。无论是谁，只要给出了猜想的正确证明，系统就会马上宣布该难题被攻破。

经过三十多年的研究与发展，Mizar系统建立了完整的知识结构和坚实的理论

基础，创造了既简单易懂又语法严谨的Mizar数学语言，形成了庞大的数学知识数

据库，完成并不断完善Mizar数学大百科全书。同其他数学机器证明软件相比，

Mizar系统能够更直接、更快速地发现证明推理过程中出现的矛盾性、不明确性、

不完整性、不一致性及不相容性。目前最新版本的Mizar系统可以识别出近八百种

性质不同的错误，从而保证了推理论证的可靠性、逻辑性、严密性和科学性。随

着Mizar数据库(MML)的不断扩充，Mizar仍在向前发展。

本文基于对Mizar语言的学习和Mizar系统的研究，讨论了如何在Mizar中实现

特殊函数差分差商、特殊函数积分、函数正交性与函数范数及相关内容，借助Mizar

的数学知识体系及理论基础，实现了它们在Mizar系统中的逻辑推理论证，为Mizar

系统在分析学<数值计算等数学领域的应用提供了理论依据和实践基础。

目前Mizar系统的研究工作有以下几个方面：

一、充实Mizar数据库(MML)。几乎所有数学问题都可在Mizar系统下进行

证明、推理和计算，所以发展现有理论的同时，还需要不断充实Mizar数据库中的

理论知识。

。二、完善Mizar语言，研发新的证明方法。随着Mizar数据库内容的不断扩充，

Mizar语言越来越趋于简捷化、人性化。。同时为于简化证明过程、提高检验效率，
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需要研发适应Mizar系统的新的证明方法。

三、改进Mizar系统。一方面，在定理证明过程中，应允许“同理可得”，以

避免造成整个定理的冗长。另一方面，应把某些基础的定义、定理与性质设定为

系统默认，从而省略推理依据的引用，提高系统效率。

四、完善Mizar教学功能。Mizar作为一种新兴的数学教学工具，早在1985年

华沙大学的几何课中就实现了其教学功能[19]。随着Mizar系统的发展，其逻辑推

理功能在数学各分支的教学中都有体现，特别是在波兰、加拿大等西方国家的数

学教学中。

五、加强与其它学科、软件的结合。目前，Mizar在自动化控制、音像识别系

统也有应用，与计算机科学相结合，参与人工智能和图像处理的实现过程。

Mizar基于纯数学的理论体系已经形成，对于数学各个分支的细节部分在

Mizar系统中的实现与发展仍有待探讨。此外，与其它学科交叉结合也有待深入，

并努力实现N]OpenMath(OMDoc)等方向的转换。

数学机械化程序的提高，将促进科学技术现代化的程度，并由此促进生产力

的提高，．从而使我国的社会主义建设获得飞跃的发展。
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